Berechnung der ganzzahligen Wurzeln unbestimmter
quadratischer Gleichungen mit zwei Unbekannten
aus den fur letztere gefundenen Briichen, nebst den
Kriterien der Unmoglichkeit einer solchen Losung,

Von Prof. Adolf Kunerth.

(Vorgelegt in der Sitzung am 1. Juli 1880.)

s b

Jeder vollstindigen Gleichung dieser Art lisst sich dureh
eine lineare Substitution fiir emne ihrer UUnbekannten die Gestalt
y* = ax*+bar—+ec...1 ertheilen, wo die Coéfficienten ganze
Zahlen sind; dabei soll « positiv und ein Nichtquadrat sein.

In der Abhandlung: ,,Praktische Methode zur numerischen
Auflosung unbestimmter quadratischer Gleichungen in rationalen
Zahlen®, publicirt im LXXVIIL. Bande der Sitzungsberichte der
k. A. d. W. II. Abth., Juli- Heft 1878, wurde ein Verfahren an-
gegeben, jede in rationalen Zahlen mogliche Gleichung von der
Form I auf die Iform

y* = (ar—+p) =+ (yax—0) (sx—¢)
zu bringen, in welcher die griechischen Buchstaben bestimmte
Rationalzahlen bedeuten. Aus dieser Gleichung ergeben sich fiir

» e
L L rJ . » " w
a die zwei Werthe — und =, welche im Allgemeinen echte Briiche
r/ E

sind; und da entsteht die Frage, ob nicht aus eimnem dieser Briiche
die etwa bestehenden ganzzahligen Werthe von @ gefunden
werden kKonnten ?

i : n 5
Angenommen, es wire ein Bruch — bekannt, welcher fiir @
n

i die Gleichung I gesetzt, derselben Geniige leistet, so kann die
rechte Seite derselben auf die Form

(e —+f)*—(yx—0) (ne—m) = ax*+br—+ec...ll

gebracht werden, sobald die mit griechischen Lettern bezeichneten
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Ziahlen bestimmt sind. Fiir

m ; nm !l
x=—wird y = a— + = —, also ma—+nfs = r.. .1Ill,
n n n ’

und aus dieser unbestimmten Gleichung findet man

la = —np—+-a,, =mp+p,]...1V;

hier stellen «, und [, bekannte ganze Zahlen vor, wihrend p
jeden rationalen Werth erhalten kann. Es lisst sich daher diese
Transformation auf beliebig viele Arten ausfithren, indem bei
jeder Anderung von p die Zahlen o, £, 7, 0 andere werden. Fiir
ein specielles Paar von « und £ findet man den Factor yx—ao aus
der Gleichung II durch einfache Rechnung.

S
Setzt man aus IV die allgemeinen Ausdriicke fiir « und /2
in die Gleichung II und verbindet die Glieder des entwickelten

Quadrates mit den gleichartigen Gliedern des transponirten
rechten Fliigels, so wird

(y2—0) (nv—m) = [n*p*—2na, p—+oj—a|r'—
2mnp*—2 (ma,—nf,) p—2a,p,—b)| @~ [m*p*+2mp,p +[;—c¢]

Aus II fol gt :

af—ny = a, 2a,3,+my—+no = b, fi—m0o = c¢;
somit
2 TRad ) ‘ = TR ey RN REAs 4 Biie N,
af—a = ny, 2a,p8,—b = —my—na, 3{—c = mo;

nach Einsetzen dieser Werthe in die letzte Gleichung erhilt man:
(y2—0) (nw—m) = |n*p*—2no, p-+ny| w*—
[ 2mnp*—2(mo,—nf ) p—+(my—nd)|x—+[m*p*+2mp, p-+md
und durch Division beider Seiten mit na——mn::
1&—0 = (np*—2a,p+y)e—(mp*+2B,p+09)...V.

Der rechte Fliigel dieser Gleichung ist der allgemeine Aus-
druck fiir den Wurzelfactor yxz—a, der fiir jeden neuen Werth von

: : _ : 0 \ :
p ein anderer wird. Fiir p == 0 wird # = —; allgemein aber ist

r

Sitzb. d, mathem.-naturw, Cl. LXXXII. Bd. I11. Abth. 29
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mp*—+203,p—+09 .
L s Nk
| np=—2o, Py
: : W
die Gleichung der p-Function fiir —.
| /!

Diese Formel kann zufolge der Entstehung ihrer Bruch-
olieder coneis aueh so dargestellt werden:

P S
2°7——C )
Rt s LI a7

(a*—a) T n

wo fiir « und 5 die in IV stehenden Binome zu nehmen sind. Ist

m . : : .
— negativ, so hat man den Briichen in VI« und V16 das Zeichen —
s
vorzusetzen, dann ist in IV: o = —aup—+a«, und 3 = —mp—+j,.
{ v R, .
Setzen wir 1 Ve iz fiir p, so wird
oP*+-2[3, P~+m
r=—s——
vP*—2a P+n’
WO 10bsiiad o . WALt
die Gleichung der p-Funetion fiir—. Ertheilt man der Variablen
_ ¥
| R Ly M : _
P einen besonderen Werth, fiir welchen @ = —— wird, so sind die
A
zugehdrigen Grossen:
2" B | M :
o — — P—{ e ﬁj — 7) =Py UnA Yy ;\, A—+(2.

T

Oft ermoglicht der neue Nenner N emne rasche Losung der
Gleichung 1.

S

Liisst sich fiir p eine rationale Zahl finden, die den Bruch in
Vie zu einer ganzen Zahl macht, so ist die Aufgabe gelost; ob
dies aber nicht auch dann moglich wire, wenn fiir p Kein solcher
Werth existirt, muss zuvorderst untersucht werden. Denn vielleicht
lassen sich, wenn auch nicht mit T:, 50 doch mit andern, die
Gleichung [ befriedigenden Briichen p-Functionen bilden, aus
denen ganze Zahlen fiire gewonnen werden kKonnen. Daraut geben
folgende Betrachtungen die entscheidende Antwort.
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X 1 r . .
Fir # = —und y = — besteht nach III die Gleichung
n )

ma—+n=r...(1)

L . , . ”!
und ebenso fiir ein anderes Paar von Werthen, etwa fiir 2 = 1
n
- 1
)
- 1 » " : o, S Bl c
und y = 5 die Gleichung m a—+n.p =1r ...(2).
1

Alle aus (1) entwickelten Werthe von « und £ geben solche
Formen von II, in denen der Wurzelfactor nae—m vorkommt, wo-
gegen die auns (2) gefundenen Werthe von « und 2 Formen liefern,
die den Wurzelfactor » o—m,  enthalten. Liisst man jedoch (1)
und (2) als znsammengehorige Gleichungen gelten, und bestimmt
aus ihnen « und (3, die in diesem Falle gemeiniglich Briiche sind,
so befriedigt das gefundene Zahlenpaar jede dieser zwei Glei-
chungen, und es muss daher in der mit diesen Werthen gebildeten
Form Il sowohl naz—m als auch »,x—m, erscheinen. Da nun das
letztere Binom alle moglichen Wurzeltactoren vorstellt, so kann
in der Gleichung II mit dem speciellen Factor nae—m dieser
selbst und jeder andere der Gleichung I zukommende Wurzel-
factor in Verbindung ftreten. Der rechtsstehende Ausdruck in V
reprisentirt somit alle Wurzelfactoren der Gleichnng I und der
Bruch in VI, wie iiberhaupt jede p-Function, alle moglichen
Werthe von .

Die Gleichung I kann daher nur dann in ganzen Zahlen
gelost werden, wenn fiir p solche Werthe bestehen, die den Brueh
in Vle in eine ganze Zahl verwandeln; wird aber nachgewiesen,
dass ein solecher Werthe fiir p nicht moglich ist, so ist auch die
gestellte Aufgabe unmdoglich.

8. 4.
/4 =0

n

L das

Schaftt man 1 Ve mittelst der Substitution 1

zweite Glied des Nenners weg, so wird

mpy+2 (mey ~-nfy) py+(mo+2ne, 5, +n0) oo
o L R e G A ON SR el “ov o Via;

n (p'f——*u.:)

pi—e¢

= ouko)
1L O )?

ersefzt man 1m Zahler die Grosse o durch

hieraut’ mo, +np, durch » (nach I[II), endlich »*—en* durch
am*+bmn, da »* = am*+bmn—+cn* ist, so folgt:

.)'_; -

il ¥
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L mpf—i—?rpl—l—(nm—i—bn)
n (])21——&)

T NAR)

multiplicirt man nun beide Seiten mit » und verwandelt den Bruch
in eine gemischte Zahl, so erhilt man die Hauptformel

2rp, —+(2am-+-bn)
pi—a

... VIIL,

nRr — -

welche fortan aus den Werthen der Unbekannten:

m r

(L":—-? :l —— —

I n

und den Constanten in I aufgestellt werden kann. Ist in der Glei-
chung I 6 = 0, so wird

Py ——-am
p—a

nr — m—+2

8. b.

Die Formel VIII entsteht auch durch Subtraction der
identischen Gleichung

r m> m

s =1t D A
n n n

von der unter I stehenden; also

2 2
| m | m ?
0 9 .
u* — ala Ny (e
Y ( ”2 / ( n ) : nar

setzt man fiir dieses Trinom das Quadrat

m r | #

py(@ ) !

n n |

reducirt, und entwickelt #, so Kommt

Z
mp—+-2rp,+(am-+bn) . .
;L‘ —_— = ,’(' 2 __)__ ) \V]G ln VI[b-
e

Der Satz

m 2 |
— p.(a e 1 DX
Y Pyl 'n.) 2

gestattet eine bequeme Berechnung von y aus dem fiir @ gefun-
denen Werthe. Stellt man hier fiir # den Bruch aus VII4 ein,
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so wird

(2am—-bn)p, +2ar
ny = r—+ -

pi—ua
In allen diesen Formeln ist » mit jenem Vorzeichen zu nehmen,
welches ihm nach [II zukommt.

Im Allgemeinen sind die brauchbaren Werthe von p und p,

cebrochene, oft aber nebstbei auch ganze Zahlen; daher setze
U

man in VIII p, = —, wodurch
w
2rv—(2am—+bn jw
ne — m-+——— 5 DR N
v —
wird.
§. 0.

Damit @ eine ganze Zahl werden konne, miissen die noch
unbestimmten, ganzen und gegen einander theilfremden Zahlen
v und » zwei Bedingungen erfiillen.

1. Der Nenner »*—aw?* muss immer durch » theilbar sein.
Fiir p darf kein Bruch gesetzt werden, dessen Nenner mit » einen
]f

vl )

Factor gemein hat; denn ist » = va und p = 50 wird in Ve

mhk*—+-23 kvl-+ov*l*
Xr = - ;

wrkz—?!xlku/—i—'yvzlz’

da nun vz, d. 1. 2 prim gegen m und vy prim gegen £ ist, so Kann
der Zihler dieses Bruches durch v nicht theilbar sein und letzterer
keine ganze Zahl werden.

Ertheilt man jedoch der Variablen p einen solechen Werth

k . . L :

R dass / prim gegen » ist, so wird in der Gleichung p, = np—=«,
| | NI . _

(mach §. 4) das Product np ( = --[) sich nicht abkiirzen lassen,

und nach Einsetzen dieses Binoms fiir p, in VIle wird

n*(mp*+203,p-+09)
;L. —_— - j
YT TN
n“(np*—2a,p+)
oder
n*(mhk*+2p, kl--0l*)

X — —_— o kv Sl 1
n*(nk*—2a0 kl-1-71*) (1))

und dieser Bruch kann eine ganze Zahl werden.
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Da nun die gesuchten Werthe von p, die Form np—e, mit
Ausschluss jeder Reduction von zp haben miissen, so lehrt uns
die letzte Formel, dass fiir p, nur solche Briiche — auch vom
Nenner Eins — zuliissig sind, welche den Nenner des Bruches
in VII in ein Vielfaches von »* verwandeln.

5

Schreiben wir — statt p. in VI, so wird
w

me*—+2rvw—+(am—+bn)w?

o —

n( v —awe®)
und da die Briiche in (1) und (2) aus den identischen Briichen in
VIla und VII/ durch Einsetzen desselben reducirten Bruches

nk 'y ,_ : :
[ z, respective — entstanden und ungekiirzt geblieben sind, so
0w '

miissen auch sie identisch und ihre Nenner einander gleich sein;
also ist  w*(nk*—2a kl--9l*) = n(v*—aw®) und e*—aw* ein
Dividuum von 7.

S b
2. Der Nenner v*— aw* muss stets ein Theiler von n(6*—4ac)
sein. Um dies zu beweisen.”bringen wir in X die Zahl m nach
links, multipliciren hieraut beide Seiten mit 2re—(2am—+bn)w
und addiren —4»%¢e hinzu; da wird nach rechtsseitig vollzogener
Reduetion:

— (L] am —— oOon
dar* -+ (2 bn)*
——y —

r® — et

4dy*w —

(nae—m) | v 2r—(2am—+bn)w) p3

n*(b*—4ac) 0 ,
= _ -, — 0", . . XI;
»E— e

von & abgesehen, bezeichnen alle hier vorkommenden Buehstaben
ganze Zahlen.

Die linke Seite dieser Gleichung lidsst sich in zwel Theile
zerlegen, von denen der eine den Factor » explieite, der andere
aber implicite enthiilt; dieser ist:

— 2mrv—+2am*w—4r=w oder 2w(am®*—r*) —2r(mv—+rw).

o kn—ce, | A :
Da nach §. 6 die Briiche , L und — einander gleich und
0w
reducirt h_‘ill(l} SO 1St v = A'H-—-C{l{? W = [, und weil » = n;al—-}—nﬁl

(nach ILI), so wird mv = kmn— e lm und rw = B, In—+a lm, daher
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nach Addition beider Gleichungen: mv—+rw = n(km—-,1); weil
ferner 1* = am*-+-bmn—+cn*. s0 ist am*—r* = —n(bm--¢n) und
Jener zweite Theil 1st gleich —2nw(bm—~+cn)—2nr(km—+p,1). Der
linke Fliigel der Gleichung XI ist somit durch » theilbar und

nach beiderseitiger Division mit » bleibt rechts der Bruch

.-_-..?"

n(b*—4ac)w? |

v:—aiw?*

da aber w?® prim gegen den Nenner ist, so muss z#(b*—4a¢) durch
v*—aw?* theilbar sein.

Das Product #*(h*—4ac) bezeichnen wir mit § und nennen
es die Stammzahl, weil 1hm alle passenden Werthe von ¢ und w

entstammen, falls solche vorkommen; es 1st auch
S = —4ar®*+(2am—+bn)*.

In der Gleichung XI konnen unter gewissen Bedingungen
Abkiirzungen vorgenommen werden, welche die Rechnung ver-
einfachen; sie werden 1n den nichsten neun Paragraphen
behandelt.

9k

Ist 2r = dh und 2am—+bn=fh, und man dividirt XI durch-
gehends mit £, so wird im ersten Bruche der Zihler gleich

AN : , . ;
7‘:‘\' = h(—ad*+-f*). . .die reducirte Stamim-
: ,
zahl, und
- de—+fw
H{L‘:?H*F-/l 2 / 2“;'- . !1]7
Lc— e '

dies 1st die Formel X nach dem Herausheben des grissten ge-
meinen Factors A 1m Zihler.

Ist dabei 4, das grosste gemeinschaftliche Mass von n(=/h,n,)
und 2(=h,p), so wird durch obige Division mit 4 der Zihler des
zwelten Bruches gleich

n n(b*—4uc)

h, 0
und wenn wir die Determinante 6*—4«e mit D bezeichnen, so

bR 72D . o . £
wird —— ein Dividuoum von vo*—aw*; da aber der Zihler des
s
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ersten Bruches in X1 durch A*(= £%p*) theilbar ist, so ist es auch
der zweite Zihler (=hA?»:D), und weil »? und p* relative Prim-
zahlen sind, so muss D durch »* theilbar sein. Der Factor

W fy LRY), _ : :
(= i_) kann somit in D geloscht werden; dadurch wird die
™ h

1
Anzahl der etwa moglichen Factoren von »*—aw* vermindert
und die Rechnung abgekiirzt. Der Nenner N dart nur solche
Factoren enthalten, von denen « ein quadratischer Rest ist, da
sonst die Gleichung v* = aw*<+-N in ganzen und theilfremden

Ziahlen nicht moglich wirve.
Ty |8
8.9,
[st a=p?a,, 2r=pd und 2am—+bn=p*, so lisst sich,
wenn man in XI »=pv, setzt, der erste Bruch daselbst durch p.*

heben und iiberdies jede Seite der Gleichung durch w* dividiren.
Dadurch verliert die Stammzahl den Faetor p* und der Nenner

v*—aw?* den Factor v.*; hierauf findet man
dv, +fw _ S ‘ |
ne =m —+ —-— / ,w. . .[2] und —; =S, = —a, d*+f*,
l?! —ﬂ'-lﬂ?' .

der Riickstand im ersten Zihler. Auf die Formel [2| kimmt man
auch, wenn man in VIII oder X upy; fiir p, resp. pr, tiir v setzt
und den Brueh durch * hebt. Haben « und / ein gemeinschattliches
Mass, so 1st dieses herauszuheben.

Diese Reduction kann nur dann stattfinden, wenn #» ein

L,

Dividuum von p oder & 1st, denn nur in diesem Falle konnen 2

durch p, und b» durch p* theilbar und die Coéfficienten in I frei
von gemeinen quadratischen Faetoren sein, wie sich aus der
Gleichung »*=am*+bmn—-cn*. . .[3] ersehen lisst, m welcher

L

2
der obigen Annahme zufolge jedes Glied durch p* oder (‘f‘;]

-

theilbar sein f0ll.

vis

10.
Beziiglich des Nenners vi—a w* ist Folgendes zu merken:
Wiihrend v*—aw?® mindestens durch die hochste Potenz jeder in

n vorkommenden Primzahl g, theilbar sein muss, ist v{—a,w* an

= . r n
den Factor w, gebunden, wenn die ganze Zahl — oder wenn o

't
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und / durch p, theilbar sind. Ist nimlich » = pjn,, so bleibt im

__aw?

o
und demzufolge auch in vi—a,w*; kommt aber p, in  und f vor,
80 muss, weil » prim gegen m ist, der Factor p, hinausfallen,
wenn die rechte Seite in (2] eine ganze Zahl werden soll. Findet
jedoch keiner dieser zwei Fiille statt, und enthielte S, selbst
eine wirkliche Potenz von p.,, so kann v{—a w* an p, gebunden
sein oder nicht, daher in diesem IFalle die Rechnung alternirend
zu fiihren ist. Kommt p, in §,, gar nicht, oder nicht potenzirt vor,
S0 muss, beziehungsweise kann es in »i—a, w* fehlen (§. 14).

s,k

Endlich lidsst sich, wenn a = p*a, und 2am—-bn = pf ist, der
erste Bruch in XI fiir » =pe, durch p.* heben, wodurch in § und
im Nenner der Factor p.* getilgt wird; dann ist

2 v
Quotienten

, dessen Dividend ein nfaches ist, p, zuriick,

21, —+fw S
e 1 r - T : 2 12
nyr =— ium — . 19 o A 4_ l‘“"l — == N ..-_-._____]:“ y i
Z G e, 4] Rl Uy

Dieselbe Formel wird erhalten, wenn man in VIII oder X
beide Seiten mit p. multiplicirt und den Bruch durch p.* abkiirzt;
doch ist diese Reduction wegen Vergrosserung des Coéfficienten
von @ minder vortheilhatt.

In [4]| muss » prim gegen p sein; denn angenomimen n=p.n,,
s0 wiirde die obige Gleichung [3] lauten:

2 r/

) [ )

= A, m* - bmpn, —+ cp*n

und konnte nur dann bestehen, wenn bpn, d.i. bn durch p
somit » durch p. theilbar wiiren, was der Annahme widerspricht
und eine unmittelbare Abkiirzung durch p* ermoglichen wiirde.
Daher bleibt ¢*—a,w* ein Vielfaches von » und w ist gemeinig-
lich durch p theilbar.

Alle diese Abkiirzungen sind schon in der Hauptformel VIII
auszufithren, da XI zur Rechnung nicht nothig 1st.

S

[m Allgemeinen gibt es fiir jeden beliebigen Werth von p,
einen zugehorigen zweiten Werth p;, welcher in der Formel
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2rp, + _(2am —+ fm)_

N
!)[‘—'H-

SR A\

nUv — nm —

fir # dieselbe Zahl hervorbringt, wie p;. Um p;; zu finden,
schreiben wir in VIII s fiir ne—m, ¢ tiir 2am-+0bn und losen die
Gleichung

2’7’1 ) l ]

| e - P ge - 5 .
Pi—t i

oder geordnet:

nach p, anf; also

r—\| as*+gs—+r*

J s
e :

fithren wir fiir s den obigen Bruch wieder ein und radiciren, so
wird

i rp’l‘——m_v'—i— (?'p‘f—f-ypl—i-m')

& 2rpy =g |
SOmit |
| v, (2am—+bn)p, +2ar U1
pr=pr= —und py=— 5 o = —
w, 2rp, —+(2am~+-bn) W1

dies sind allgemein zwel dquivalente Substitutionen und
vi—aw: (=N,) and »i; —awi (=Nn)
die ihnen entsprechenden fquivalenten Nenner.
Der Bruch p;; lisst sich durch das griosste gemeinschaft-
liche Mass von ¢ und 2 sonst aber stets durch » heben, was
sogleich ersichtlich wird, wenn man daselbst

fen—oe,l

P = W

und hierauf im Nenner z*—a« = ny setzt.

, (§6), r=ma,+n

S|
Nach XI 1st
2 p
A AL Y 3 e s AU _H' D
(ne—m) (2rp,—q)—4r*= iy [
und ebenso > 7]
n*l

ne—m) (2rpy—q)—4r* = —
( ) ( pii—4g P%I—_”,



: y | 3 J =
jJerechnung der ganzzahligen Wurzeln ete, DD

hier stellen p; und p;; reducirte Briiche vor. Subtrahirt man die
untere Gleichung von der oberen und dividirt hierauf beiderseits
dureh py—pyr, so Kimmt

2}_-\. H’cl)(}}[—%‘]h]) '
(p.—(r) pir—a)’
, 21 : .
da nach |6| pi—+p = N 1st, so geht die letzte Formel iiber in
S n*l b} nzl)n*lu*n
q (_p"f—((](}ffl;rt} (v 2 quw \(r — k) "

weil ferner in [5]|das grisste gemeinschaftliche Mass 2 von 2»und ¢
nicht fiir jeden entsprechenden Werth von p, gegen den Nenner
pi—a ganz hinausfallen muss, da /4 tiberdies einen Theiler ent-
halten kann, der im Nenner gar nicht vorkommen dart; so Kénnen,
wenn /. nicht Eins ist, die Zahlen 2», ¢ und s fiir verschiedene
Werthe von p, einen oder den andern Factor von 4 als gemeinsch.
Mass besitzen, und es wird demzufolge der Nenner s der zwel
Briiche in [6] nicht immer der kleinste sein. Da nun laut |[6] die

. 4 ')'
: . . 3 ‘]' Ll[ . ._.-jI ] .
Summe der reducirten Briiche — und oleich — und 1hr
1y Wi S
V1011 , as—-q . Y . .
Product oleich ATy ist, so konnen die Glieder des
Wiy S

letzten Bruches auch grosser sein als die des ihm vorangehen-
den, so dass man im Allgemeinen annehmen kann: s=pgpww;

2
; S . : .
und g = 2;¢;, also wiwp = 7 oben eingesetzt und reducirt, wird
1
2
1L, n*h L
0
iul

Da Ny und NN, Dividuen von » sind, so muss D durch 2 theil-

D

bar und jeder dieser zwei Nenner ein Divisor von n —,

P
manche Werthe von p, tillt daher g7 als ein zur Bildung von N
eben unndthiger Factor aus D und aus beiden Seiten der Glei-
chungen | 7] hinaus; ist 2, eine Primzahl und « ein Nichtrest von ¢ |
S0 muss pf immer hinausfallen. Zerlegt man das grosste gemein-
schaftliche Mass £ von 27 und ¢ in zwei solche FFactoren Ajyund gy,

dass alle einfachen Divisoren von A, in » aufgehen, pp; dagegen

sein; fiir
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prim gegen » 1st, so kann nae—m, d. 1. s durch g;; theilbar sein,
und zfy ist der grosste Divisor von A% durch welchen in besonderen
Iillen beide Seiten in [7| theilbar sein kénnen. Die obige Zahl
or 1st somit ein Theiler von gy und dieses wieder ein Theiler von
o (§. 8); daher konnen aus D gelegentlich nur solehe quadratische
Factoren hinausfallen, welehe Divisoren von A* und prim gegen
n sind. Dies 1st bei den zur Ermittlung von N anzustellenden Ver-
suchen zu beniitzen. Ist « ein Nichtrest der Primzahl = und die
ganze Zahl —, Prim gegen z, so 1st 7% In D zu loschen.
§. 14.

Enthilt D einen Primfactor blos in der ersten Potenz, so
kann derselbe nur in Einem Nenner vorkommen (XII «), und da zur
Berechnung von 2 der diesem iquivalente Nenner geniigt, so darf
ein singulirer Factor in D geloscht werden, wodurch sich die
Zahl der zur Ergriindung von N nothigen Versuche auf die Hillfte
reducirt.

Wiire v*—aw* = N, in ganzen Zahlen moglich, nicht aber
r*—aw* = N1, so wiire die erste Gleichung zur Bestimmung von
a unbrauchbar, und wenn sich zwei solehe in ganzen und theil-
fremden Zahlen auflosliche Gleichungen nicht bilden lassen, so ist
auch I in ganzen Zahlen unmoglich; doeh ist dieser Satz positiv
aufeestellt, nicht allgemein giltig.

Wurde der Bruch in VIII dureh p* gehoben, so hat man

k|

, N
m XIla - fir § zu setzen.
(),

I
Wenn die Determinante in I ein Quadrat 1st, so lassen sich
durch unmittelbare Zerlegung des dortigen Trinoms zwei1 Werthe

von @ finden und fiir jeden derselben hat p, nur Einen Werth.

19.

L

[stin [ =0, also y* = ax*+-¢, so kann jeder Werth von @
mit beiden Vorzeichen genommen werden, daher nach VIII

?'pl IHH_
Z

pi—

ne —1in '+—2

und

Py
ne — —m—2 !

o PPrn e am
- = M-i-de=x :
}}1—” I)[“—"'a
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Es 1st somit
rpPL——am :}:p’f+?'y)[

oy - 2 )
Pin—-u Di—a

und nach p;;; aufgelost:
sy 1L ol TR
]Jl IHPI—}—!'
ldsst man hier fiir p, auch den fdquivalenten Werth
a(mp, —-H')]
-J'pl—}—mn

P11 ['—_

&

aus §. 12 eintreten, so ergeben sich die vier dquivalenten Sub-
stitutionen: p, und

a(mp, )
id g _’_'_Pl“’_‘”‘;"
bezliglich +a und
Piir — f‘ nebst Prve— it ?'Bl-*_”}”
P, mp., —-r
beziiglich —a, wobei
PiP1ir = pPrpiy = .
—ac(vi—awy
vi—awi( = N,), =5 ‘2——“-%[)- (G=eN1D);

,
HZ

% (t?f—ifr w":) ;

)
rz ! (:::'_.'* N“]) llI’l(l ;2 ( — .fV]\F)
‘3 4
sind die zugehorigen dquivalenten Nenner. Die Divisoren g3, g, o
finden ihre Erkldrung in dem auch hier geltenden Gesetze:

—(1 (*uf—fft?v

—4aen® —4daecn? 2
lleI[ = TR und IVHIJVH; — 2 S XIn
P PIIT
8. 16.

Kommen in D die Primfactoren a und ¢ singuliir vor, und 1st
Jener ein Theiler von «, dieser aber ein Theiler von ¢, so kann
man jene zwei Primzahlen streichen und bloss den Nenner 4V, suchen
und beniitzen, in welchem, der obigen Darstellung gemiiss a und ¢
nicht vorzukommen brauchen; dadurch wird die Zahl der Ver-
suche viermal kleiner,

Wiire v*—aw* = N, in ganzen theilfremden Zahlen moglich,
eine der drei andern iiquivalenten Gleichungen mit den Zahlen-

ghedern Ny, N, Ny jedoch unmoglich, so wiire die erste Glei-
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chung unbrauchbar; und wenn sich vier derartige Gleichungen,
wie es die erste ist, nicht bilden lassen, so ist die Gleichung I un-
moglich; doch darf man aus dem Bestehen jener vier Gleichungen
auf die Moglichkeit von I nicht schliessen, !

Hitte man den Bruech in VIII durch v.* gehoben, so miisste
in X4 die Stammzahl —4aen® durch p?* dividirt werden.

Wird die Losung einer der idquivalenten Gleichungen da-
durch erschwert, dass das Zahlenglied ein Produet mehrerer Prim-
zahlen ist, so zerlece man dieses Glied 1n zwei Factoren
(N = wnyp), flir welche ¢f = aw;—+n, wd vy = @wef—+ny 1o
Rationalzahlen moglich sind, bestimme aus den Autlosungen
dieser Gleichungen die Unbekannten der Gleichung ¢v* = ww*+ N
mittelst der Formeln

w = v W=, und » = I U+ QW Wy

und finde, wenn dies Briiche sein sollten, mittelst der p-Function
ocanze Zahlen fiir 22 und » oder ein Kriterium der Unmoglichkeit
einer solchen Lisung.

: . | ¢ |
[st —ae ein Quadrat, S0 gibt es fiir @ = —+ '/ nur zwel
: " % N (
dquivalente Substitutionen. '
Qi Ll

Kommen in ) quadratische Factoren vor, deren Product wir
mit v* bezeichnen, so dass D=v*D ist, so lisst sich meistens eine
p-Function finden, deren Nenner ¢*—aw® ledighich ein Theiler
von n,v sem dartf.

Um aut diese p-Funetion zu Kommen, setze man in der
Gleichung K* = aA*+ D(a*—a)...(V 1m Eingangs erwiihnten
Hefte ex 1878) « = v, K == vk, A = vd und dividire, wenn « und v*
keinen quadratischen Factor gemein haben, beiderseits dureh v*;
da wird

k* = ad*+D (v-—a)...(1)

wo d und £ die Unbekannten sind. Nach Bestimmung derselben

L Weil die Gleichungen mit den Zahlengliedern Ny und Ny zagleich
moglich oder zugleich unmoglich sind, und weil fiie Ny und Ny dasselbe
oilt, so braucht man blos Ny und N eventuell Ny und Ny nebst X114 i
Betracht zu ziehen.
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erhiilt man

v(t=k-+b) v
e — vy, oder — 7.
2 ‘ D8

[st » ein reducirter Brueh, so muss sein Nenner ein Theiler von «
und prim gegen v sein; wiren nimlich « und v durch p theilbar,
so miissten 4 wegen D = v*D., und £ wegen (1) es auch sein,
und in dem obigen Ausdrucke tiir 2 bliebe, beim Abkiirzen durch p.
der Factor v im Zihler intact. » kann auch Null sein.
Es wird also
Y = (vo—+vn)*+(yx—0) (ny@x—m,) ... .(2), & = Lt S AT
'Hl ”1

undl
2+

9 9
pl——-ff

weil hier § = #%v*D, ist, S0 muss / = v/, sein, somit

2r,p,—+L,

n, v =in, -V

pi—a

Hier ist die reducirte Stz. §, = #»jvD, und, wie sogleich bewiesen
wird, v prim gegen »,, daher nach §. 8 » vD, ein Vielfaches
aller brauchbaren Werthe von »*—uw:?.

Die Zahlen v und », konnen desshalb als theilfremd angesehen
werden, weil sonst ihr gemeinschaftliches Mass p. wegen der
Determinante v*D, des auf die Form I gebrachten rechten Fliigels
in (2) auch ein Mass von m, sein miisste und daselbst im Binome
n,x—m, herausgehoben werden kinnte.

Wiire aber « = z*«, und 4 das grisste gemeinschaftliche Mass

: 1) . , 3 A0h M) ,,

von # und v, 80 18t 2 = —— zu setzen und die obige Gleichung V
A "’

durch (zv)* zu kiirzen; in der transformirten Gleichung II wird ein

. : v :
Werth von @ ein Bruch sein, dessen Nenner durch z oder ;- theil-

—

bar ist, und die aus diesem Bruche gebildete p-Function wird
im Zihler den gemeinschaftlichen Faetor v haben und durch =*

2
ﬁ LI
oder (g] gekiirzt werden kinnen.

Diese Transformationen konnen das Autfinden eines Kenn-
zeichens flir die Unmoglichkeit der Lisung in ganzen Zahlen
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erleichtern, weil dadurch die Menge der Factoren von & in der
reducirten Stammzahl S, vermindert wird. *

§. 18.
[. Berechnung ganzzahliger Werthe von p,.

A. Lisstsich i der Formel & = —np—+«,, zu welcher laut IV
die Formel 3 = mp—+-[, gehort, eine soleche ganze Zahl fiir p er-
sehen, dass «—a* eine Primzahl wird, so ist die Gleichung I ge-
l6st, sobald man sie auf die Form II gebracht hat. Dasselbe findet
statt, wenn «—«* das Doppelte einer Primzahl ist und dabei &
nebst fe gerade Zahlen sind.

1. Exempel:

y? = 612*+-111r—101 = (To+-8)*+(3a—+11) (4o—15),

11
r— gy &= Ip—+1, p = 11p—+38;
fir p = —5 wird
0= —8, = —47, 61—64 = —3
und
y* = (Ba—+47)*—Bar+11) (x+210); x = —210, y = 1633.

2. ixempel.
y* = 6Te*—2900+244 = (122—17)*—(Tx—5H)(112—9),
D

e O —Tp+12, = dp—17;

fir p= 295

wird ¢« = —9, 8 = —2, 67—81 = —14
und
y* = (Ye+2)*—2(Tae—>)(x+24), x = —24, y = 214.
B. Noch der Formel

2rp, —+(2am—+bn)

Jap VD

nv =— - D
pl'——ﬂ-

Nach Ausscheidung der unzulissigen Divisoren von D (§. 8)
sind alle andern mit » zu multipliciren, diese Produecte, wenn sie
a nicht iibersteigen, mit beiden, sonst aber nur mit dem positiven
Vorzeichen dem Nenner pi—a gleichzusetzen und mit den sich
aus diesen Gleichungen fiir p, ergebenden ganzen Zahlen die

Werthe von 2 nach VIII zu berechnen.

J2

I Die bisherigen Siitze haben auch dann Geltung, wenn « negatiy
oder ein Quadrat 1st,
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3. Exempel:

y? = 1562*+44Tx+127 = (Yr—+19)*+3(ba—06) (dbar+13),
0 149 ,, ’2981)—1—4107
D= 3.10741 x = 5, s , bar = 6+ 3 JIE T

N=—395, p=11, x = —41, y = 494.
(. Nach der Formel

dp—+
ne — m—-+h P_ I sl
pi—a
in §. 8.
Ist o, das grosste gemeinschaftliche Mass von » und 2 (= &, p),
: %% s’

s0 sind alle zulissigen Factoren von — mit » zu multipliciren und

P

hierauf wie in B zu verfahren.

4. Exempel:
232 —41wz—442—1Ta* 362 +79 = 0,

fiir 2 = ‘1,_}_4‘1;;_‘_44 wird

y? = 32452*+2962—bH332, D = 16.9.7°.23.61,
K — 3245A%4 D (e2—3245),

fiir « =5H7 1st 4 der Rest; setzt man der kiirzeren Rechnung
wegen K = 3.7.8k, A = 168d und dividirt durch 168% so kémmt

k* = 3245d*+-9821; A = 3245037+9321 (at—324D); «, = HT
und A* = 32450:+39284; fiir A, = 3245z-+r wird
r*—344

324D
B =28, 37, 392, 664; fir die ersten zwelr Werthe von » und fiir
2 =0 wird 8, = 4 bezichungsweise d, also

k* = (BT1d-+5)*—2(2d—31)(d—+158);

3? = 324ﬂz2+2: ’~"-—-12

r =302, 347, 1128, 1468

somit
B b e Bl s afan, b elnivazifl uailies
| Qu D
und
20y* = (28ba—1152)*+4(ba—+33191)(da—11);
11 b2b —bp+347
e —— -5—-*, :}/ —_— .5-#? I == 11+2]U 7’2'—_&3245, 15 — 35 D.

Sitzb, d, mathem.-naturw., Cl. LXXXII. Bd. I1I. Abth. 24
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K
D

Hier ist o, = D, p = 42, — = 8.3.7%.23.61; da 3245 ein Nicht-

10
rest von 3 und 8 ist, so sind diese zwei Divisoren und im Hinblick
auf den fquivalenten Nenner (§. 13, XIla) auch 2 wegzulassen,
hierauf simmtliche Factoren der Zahl 7%.23.61 wie auch die Vier-
fachen derselben mit D zu multipliciren und dem Nenner gleich
zu setzen. Da findet man

HE— b, 45, —6D
v = —2, —2, 31
Yt DS 1767
_—— ] o
D. Nach der Formel
dp, —+f : : n*D ‘
ne — m-i }2‘ / 2 [2] ns§ 9 S,=r—5=— ——(11(12+f2.
y)l—-ffl : L

Die Formel [2] entstand aus VIII durch Abkiirzung des dortigen

: : 11 :
Bruches mit p* wobei » durch p oder 5 theilbar sein muss.

. it : N e 2R !
Bezeichnen wir jeden der Quotienten — und — mit v, so sind
alle zuldssigen Divisoren von —; mit v zu multipliciren und dem

V

Nenner pi—a gleichzustellen.
D. Exempel:

y* = 639x*—1Dr—615 = (3x+-20)*+5H(21e—29)(br—+1),

. 20 007
D=05.9.7.23.3, o =53, ¥y =7
_ | 36747
21 = 29+ }*0142]}+3‘ ‘ )

}) ———G-'_)

AT ST ) . fl
fiir p = 3p, wird

21 = 29 DS%PJ +4033

p—11 7"
o % r Srr . ‘
von den Divisoren der Zahl 72 ist bloss —1 zu brauchen; also
pi—11l =—1, p, = —8, x = —8, y = 201.
F. Nach der Formel
d.p,—+f n*D | s == gl
ne — m-—-h 11— 8, = — h (—adi—f7).
pi—a, * " ot \ (/1)
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Ist 2, das grosste gemeinsch, Mass von 2undv, welches letztere
in der obigen Bedeutung (D) zu verstehen ist, so hat man nach

2
2 : e 3 o n“D h .
§. 8 siammtliche zulidssigen Divisoren von( - :,—] das 1st
. lU,. ¥ l
,llis‘l;f . . . . l
von ——— mit v zu mulfipliciren u. s. w.
v

6. Exempel:
y* = 1262*+5H280x—264 — (9r+10)*+(15x—14) (32x+26),

3 - 14 )
D — 64.9-0.1] -13} M :'“]—5} y :—-_2:’17'5?-,
: 23 p—+417
ARl 5 :
15 = 14-+-24 2726
fiir p = 3p, wird
: 159
100 — 144—825})‘—*_ 4 A i A 55

pi—14

» . 1 . IuS‘.l
unter den Divisoren von 52” findet man als passend —2 und

0D, daher

N = —10, 275
= 2, 117

r = —10, 2

dp=1  ABls sl

F. Nach der Formel
: 4 2 ) .
PRE = P 2?2})1+/ RN n—; = — 4a,r*+f*...[4] In §. 11.
Pi—q [

7. Exempel:

y* = H402*—T18x—110 = (222 +3)*+1(4r—17) (22+1),

1 1
DE=SA I (O O — — 34 =——§6, und
 —3p—309
20 = —1-+4 A0

multiplicirt man beide Seiten mit 3 und hebt den Bruch durch 30,

S0 wird

—16p, —103 ot 4D
D15, 4] 16.9

?jl S— —4} T — ——7? y —— 164.

24 *

6&‘ — 3 I

SLEL RO Tl o e
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§. 19.
II. Berechnung gebrochener Zahlen fiir p, durch
Kettenbriiche.

Kommt fiir p, eme ganze Zahl nicht vor, so suche man da-
42 v : = :
fiir einen Bruch — , und verwandle zu diesem Ende|/a in einen

w

Kettenbruch, was am schnellsten nach Tenner’s Methode
geschieht, die 1m nichsten Exempel dargestellt ist. Findet man
unter den Nennern der vollstiindigen Quotienten (in der VI. Ver-
ticalreihe) die Zahl » oder ein Vielfaches, etwa das gfache von =
und ist ¢ ein Theiler von D, so setze man die diesen Nennern

entsprechenden Niherungsbriiche, welche Auflosungen von

2 2 | - . - . 2% ' v .
V"—AWw"™ — TN b@Zlehlll]gSWQ]EB = ign SlIld, fiix Py (= ——) 11
w

die Formel VIII, oder die Werthe von » und w in X ein. Kimen
jedoch in der VI. Colonne weder » noch ng, wohl aber die Fac-
toren von n ( = kl...) vor, so berechne man aus den diesen Fac-
toren entsprechenden Néhrungsbriichen die Auflosungen der Glei-

. %
chung v*—aw* = -+kl..., und mache mit = — den Versuch.

—_—

w
8. Exempel:
y*= 1992*+ 9Te—20 = (1o + 8)*+ 3(ba—4)(10x + 7),

: A2 { , ____31 e 3]])-—-—908;
D = 3.83445, x — T y.__m, 10 = —T7-+-2 fpz__lgg___
' 7 4
I e il l_\ Y VI 14-i-—14=91/3’ T o
2 e =g sl 3
0 {8 . ) ¢ '
9 1. .13 169 =80 IE 14—}—15:27/101 1 by == B
IRNTE B TRt OS] 501D 10
) 3D 9 i .
1 6 o 64 135 14 4+ 2 byBp A0 e
904 108 100 MYGI=IHY 15 ‘
I dsh iy

[n der I. Verticalreihe stehen unter 14 die Nenner der Kette
und unter VI die Nenner 9 der vollstiindigen Quotienten, welche
Zahlenglieder der Gleichungen »* = aw*5 ) sind, wo das Zeichen —
{tir diec an den ungeraden und -+ {iir die an den geraden Stellen
vorkommenden Nenner zu nehmen 1st.
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14 9 2 ] 2 ...die Nenner des Kettenbruches;
14 127 263 395 1003

e ——

1 OO ORI TF

. . .die Ndherungsbriiche;

die Bruchglieder des zweiten sind die Auflosung der Gleichung

v? = 199w*+10; fiir p = 137 wird # = —763 und nach IX
: : 127 o sl
In §. D 1st y = 5 (—T763 10) o 10760.

9. Exempel:
Y= 124x* + 3+ 1 = 1—16[(20:1:'-———13)2—i— (3962—19) (42 +3)|

3 28 _ —14p—149

D= —3.101, x = Tl 4,4m_——5+4 194

§=16D; unter VI steht an der fiinften Stelle 12, em Factor
412

)|

von S, der fiinfte Naherungsbruch p =
y = 8762.

macht ¥ = — 787,

10. Exempel:
Y =462*—41Txr —324 = (26 + 14)* —5H(14x + 13) (Y92+3);

13 142
D=9.5.5189, v =— 17, y=— "7,
—142p—3517T

14y — — 13+ 2

7}2_46 3 IS"=2-49D;

aus dem dritten und sechsten Niherungsbruche findet man die
Auflosung der Gleichung v*= 46w*— 14, nimlich w=3, v =20;

fiir p = *2-;39 wird @ = 409, y = — 2743.

e)
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1 w46 VI
10

DO . = d QO = O
RN O OS] SRR CA)

Q0

_ 3 e P T —164p—443Y
(der: = b Jr—=—8 + T

. 4 A TR :
der zweite Naherungsbruch 1st > ©f 10st die Gleichung

vt — 46wt = 3,
also entspricht der Gleichung

vi—4bw* = 9, =14, v =953

fir p = ?—i wird @ = — 13556, y = 91972,

8. 20.

Ist « = p*«, und der Bruch in VIII durch p* gehoben; so
hat man |/, in einen Kettenbruch zu entwickeln und diesen mit
Riicksicht auf §,, zu beniitzen.

11. Exempel:

y? = 351a?+ 3082—697 = (2Ta-+43)*—2(Ta—+19) (27e+67),

4
D= 064.1{295: 2 — _6)?? Y =—%7§,
=
=l 27 D I 351 VI
- ] — — 2 - - y e -
Ma 6T+216— ey Si=—g 1 | 13, . . o1

p = 18 entspricht nicht; ebenso wenig der eilfte Niherungsbruch
(an der eilften Stelle in VI steht auch 27).
—18p,—173

p:—39

Fiir p = 3p, wird 27 = —674-24

S, —3.8.17293;




Berechnung der ganzzahligen Wuwrzeln ete. - 30D

[ R Vil
DRSS
Al G Al |
120604 5 .40
4 . ]
fir p, = — 34090 g ] -34(-)9b (der dritte Ndherungsbruch) wird
x=43103 203039
- Sk Blao 00, sewsrity 67 643
3/:807_{)44 2803944 — 19 (20{3039 | 27) ; o
nach IX 1 §. O.
SIS
Ist # — — und kommen in der VL. Spalte weder », noch ein
n

Multiplum, noch die Factoren von z vor, so suche man fiir x
einen Bruch, dessen Nenner auf eine dieser Arten in der VI. Reihe
reprasentirt ist.

Nach IV ist « = —ap—+a,, = mp—+[, und nach VI:
A (B2—c):m  mp*+-2p,p—+0
(a*—a)in  np*— 2o, p—+7’

liisst man hier p die ersten Glieder der natiirlichen Zahlenreihe,
eventuell auch die der harmonischen Reihe (Schluss des §. 2)
mit beiden Vorzeichen durchlaufen, so kommt man hiuhg auf
einen solchen Werth von

[ m m
N AR fmedt 45
Zl [n n )5
{ 1
dass der Nenner ", in einer der oben bezeichneten Weisen in der
VI. Colonne vertreten 1st.

12. Exempel:
y* = 294x*+ 371w +120 = 20 + (142 +5) (21 + 19),

D=—49.7T1, x= 154, o= —14p, [ =—>Dp—+9,
LG ) op*—10p—19 h I8 -2948 =V
SO 14p*—21 ’ LT shiztly seD
D M 20
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fiir p = — 2 wird
21 5
Xr == 3":): e ¢(=28, 5=15 und
000 SOOI O —138p, +91
i 5 Fth el ENTT ' pi—294
fiir p, = 17 (der erste Niherungsbruch) wird 2 =38, y = 148.
D 70 3 10p—+-161
(U eraere— H e T 14.L——-_)—[——14rp2_—294 —
10p, +23 _ a0 VI
.__.5_..}_2 p?—_ﬁ y ls”=‘—"'.’3n71 2 . 2
22 . 2 L 1
Ph=—75 (der dritte Niherungsbruch) A >

aus der zweiten Periode) macht @ = 3.
13. Exempel:
y* = 6372*+-575 = (2Dw—+D)*+2(32—5HD) (22¢—DH),

RF
D R R g S oD s B = D) S
)
~ bbp*+10p—10 pos < 1 v———E?— 1 Aol
S .‘.'"’)'112—50};——4 A SRR T W b T 9

op i 40: - Syy 200 l [ IS (ERW
ST R PR T A SNSRI 0 Y
e =—=50p =027 g v
R e P 637 D SR 187
101 e | .
ir p, = 1 (der zweite Niherungsbruch) wird @& = 1235,

Y = 31170.

m : L
Wenn @ = p*a,, x = — und » prim gegen p. 1st, in Folge
n

dessen der Bruch in VIII durch ©* nicht gehoben werden kann
(8. 9), so lasst sich die Theilbarkeit dadurch herbeifithren,
dass man die Congruenz —np-+o,=0 (mod p) nach p auflost,
hierauf « = — np—+«, moglichst nahe an |/« bestimmt, dess-
gleichen 3 =mp-+[,, die Difterenz (awx—+ p)*—(ax*+ bx---c)
durch nz—m dividirt und aus dem Quotienten die neue p-Fune-
tion bildet.
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[m letzten Exempelist 637 = 7*. 13, & = —52)— , &= —2p-+2D,
B =Dbp+5; also —2p-+20 =0 (mod 7), darans p=Tg-+2,
o= —14¢g+21, B = 3bg—+15, fir =0 wird «a=21, =15,
(21@ +15)*— (63T2*+575) = —14(14x*—4bx + 25); dividirt

man dieses Trinom durch 22—5, so 18t Te—5> der Quotus,

D 210 42p+637
W=y Yf = und 7@ =5-+10 -
§ :
D—+10 )7’.:‘_‘_15, e [ (S [
pi—13
. 1 L.
; P Vi i == 5§ (der fiinfte Niherungsbruch)
| b P S wird 2 = —123b.
1 5!
1 4
1 1
§. 23.

[II. Berechnung gebrochener Zahlen fiir p, mittelst
Gleichungen.

Fiihrt auch der Kettenbruch nicht zum Ziele, was bei An-
wendung der bisher gebotenen Mittel (darunter §. 21) gemeinig-
lich nur dann eintritt, wenn «—1 ein Quadrat, oder wenn die
Losung der Gleichung [ in ganzen Zahlen unmoglich ist, so muss
man zur Aufstellung von Gleichungen schreiten, welche die Form
v* — qw*+N...(1) haben und in ganzen, theilfremden Zahlen
aufloslich sein sollen. Wiire « =p*«, und der Bruch in VIII
durch p.* gehoben worden, so sind Gleichungen von der Form
v* = a,w*+N' zu construiren.

Fiir N und N! diirfen versuchsweise nur jene Factoren von S
respective §,, in steigender Ordnung gesetzt werden, welche nach
den in & 18 angegebenen Regeln gebildet sind. Aueh darf fiir N
keine unter [/« liegende Zahl genommen werden, welche unter
denNenner der vollstindigen Quotienten (VI. Verticalreihe, §. 19)
fehlt, weil sonst (1) in relativen Primzahlen unmoglich wiére.
Dasselbe gilt fiir N* beziiglich |/ «,.

Jede in dieser Rechnung vorkommende unbestimmte Glei-
chung des zweiten Grades ist hinsichtlich ihrer Moglichkeit in
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ganzen Zahlen der Probe auf die quadratischen Achterreste ihrer
Seiten zu unterziehen, und bei Gleichungen von der Form 1 1st
im vorhinein zu untersuchen, ob das Zahlenglied ein quadratischer
Rest des grossten gemeinschaftlichen Masses der zwel andern
Coéfficienten 1st.

Ist in I 4 von Null verschieden und »* = @w*+N...(1) In

relativen Primzahlen moglich, so muss »* = aw*- ; es auch sein
(§. 14); 1st aber 6 = 0O und (1) modglich, so miissen noch drei
ahnliche Gleichungen in relativen Primzahlen aufloslich sein, weil
sonst (1) unbrauchbar wire (§. 16).

Die Auflosung der Gleichung (1) kann im Moglichkeitsfalle
auf zweierlei Art erfolgen.

1. Fiir v = az—+1r wird

W* — az*+2rz

(e

von den 2p incongruenten Wurzeln der Congruenz r*=JXN (moda)
setze man die ersten n Wurzeln fiir » in die letzte Gleichung ein,
wodurch ein System von p unbestimmten quadratischen Glei-
chungen entsteht. I'iir jede der letzteren finde man mittelst der
Achterreste, welche von den Formen 8z--(1,3, 2, 4, 0) die
Unbekannte = haben kann, und ermittle hierauf durch Versuche
eine solche Zahl fiir z, welche einer dieser Gleichungen Geniige
leistet. Dabei versuche man fiir z nur solche Zahlen, von denen
das bekannte Glied ein quadratischer Rest ist, und meide Sub-
stitutionen, bei denen eme Primzahl in zweil Gliedern potenzirt
im dritten aber singulidr vorkime.
2. Man berechne aus der unbestimmten Gleichung
A* = aft*+N(a*—a). . .1V, ex 1878

fiir einen beliebigen Werth von « jenen von 2 mittelst des Satzes
A = az—+r auf die eben angegebene Weise, bringe hierauf die
Gleichung (1) auf die Form 11, und beniitze, falls es noch nothig
wiire, eine p-Funection.

Ist die Gleichung I, in der 4 auch Null sein kann, in ganzen
Zahlen moglich, so entsprechen jedem ganzzahligen « unziihlige
ebenso beschaffene 3 (wegen III), und ist «—«* eine Primzahl
und ein ganzzahliges [ gefunden, so liefert die Form II fiir @
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wenigstens Eine ganze Zahl. Um aber fiir 2 eine ganze Zahl zu
finden, ist es rathsam, die Gleichung

K* = aA*+D(a*—a). ..V ex 1878

beziehungsweise die obige unter IV, nicht auf Grund willkiirlicher
Annahmen mittelst Division ihrer Glieder durch Quadrate ab-
zukiirzen. Wiirde trotzdem eine “dieser zwei Gleichungen in
ganzen Zahlen unmoglich, so ist auch I unaufloslich. Dieser Vor-
gang wird miithsam und abschreckend, wenn der Werth von 2
weitab vom Ausgangspunkte der Versuche liegt, daher man letz-
tere nicht ausdehne, sondern lieber mit Verzicht auf die Primzahl
fiir « eine andere, etwa solche Zahl setze, fiir welche «*—a eine
der ersten in der VI. Verticalreihe stehenden Zahlen oder ein
Multiplum einer solchen wird (§. 19).

Lisst sich ein Werth von 2 nicht leicht finden, so bediene
man sich, wenn 4 nicht Null und ¢ nicht gross ist, der Gleichung

L* = cA*+D(*—c)...VI ex 1878

und setze hier fiir £ nur Theiler von ¢. Hat man L bestimmt, so wird
z nach der Formel

+ L0
AT 2C

berechnet. Ist / = O, so hat man die einfachere Formel
A* = ca*+a(pf*—c). - .1V,, ex 1878

zu beniitzen und fiir 2 Divisoren von ¢ zu nehmen.

Endlich kann man versuchen, die Gleichungen V respective
[V; ex 1878 auf die im letzten Absatze des §. 16 angegebene
Weise 1in Rationalzahlen zu losen.

Von den die Gleichung (1) befriedigenden Zahlen probire
man nicht nur Ein Paar in der Formel VIII oder X, sondern man
versuche einige innerhalb der ersten Periode liegenden Werthe
von w und v, ehe man weiter geht.

Die hier angegebenen Methoden fithren iiberraschend schnell
zur Auflosung der Gleichungen oder zu einem Kennzeichen der
Unmiglichkeit einer Lisung in ganzen Zahlen.
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§. 24.
14. Exempel:
y* = 1942*+-632+-479 = (bor—21)*+(132+-2) (132+19),

3 2 283
02“573347 X == - 13,3/:——*1-3*,
‘ . —56bp+43
130 = —24 TS oy
I 194 VI
13 29
1 2
12 2D
1 1

streicht man nach §. 14 den grosseren Factor in D, so sind +65
die allein moglichen Zahlenglieder; also

v* = 194w*+-65 = (14w—+1)*—2(w—2) (w—+16)
und » = 29, respective 223 ;

diese Zahlen entsprechen nicht. Also

v? = 194w*— 65 = (14w—+1)*—2(w—+3) (w—+11), v = 41

: 41 105
beziehungsweise 153; fiir p = 5 oder T wird

x = —383 oder 1121, y = 1154 respective 15616.
Nach §. 21 ist fiir

)

e 1: a = —13p+>, = —2p—21,
)
PO v o o s o
13p*—10p—13’
fiir P = SIS SIRT
D g P e o iy TR
2=g, a=—8, = —23, y =51 20 — D2 D —104 7
S, = —2D, p = —14 und 14, ¥ = —383, respective 1121.
Oder:

K* = 194A*—D (a*—194), o = 14, K* = 194A*—T735470,
K—=194z+7r, A* = 1942*+1762+4-3831, » =11, A =171,
K= 2222, p =38, y* = (14w +-8)*—(22--5) (#+-83).
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15. Exempel:

y* = 29022 +-199x —123 = (152+9)*+(ba—12) (13x+17)
D= 11.73.2217,

In der VI. Reihe stehen lauter Einser.

PPN ippp il 1L 1y e L'90p511691
-T—gyy-— A y Al 50 HaTh [)2__2_90?

v? = 290w*—4015 = (1Tw—+7)*+(w—+16) (w—254);
v = 26D, respective 4325;

S, =5D,

fiir p = 2 65 4%2—5 wird
P=""716" 254
xr = —4 respective —DH0188, y = 61, respective
4325 12 220
5F 4 (—5H0138— —5) T —85466D.

Die Gleichung

v? = 290w*+-4015 = (1Tw—+16)*+(w—T7) (w—537)
)
fihrt auf p = 1‘,’_:,5 , * =43, y= T38. Die d&quivalenten Glei-

chungen v* = 290w*—+5.227 leisten dasselbe.

8. 2D.

IV. Gleichungen, die in gebrochenen, nicht aber in
canzen Zahlen moglich sind, nebst den betreffenden
Kriterien.

1. Exempel:

y* = 113x*+-4602+22
1 4 D=

die Achterreste der Constanten sind 1, 4, 6; fiir
r=dnt(l, 3, 2, 4, 0)

lisst die rechte Seite der Gleichung beziehungsweise die Achter-
reste +3, -+ 2, welche Zahlen quadratische Nichtreste von 8 sind;
folglich kann @ keine ganze Zahl sein.
2. Exempel:
y* = 18x*+21a—13;
der rechtsseitige Dreierrest ist —1, ein Nichtrest von .
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3. Exempel:
y* = 192*+24x+2, D = —H6, K* = TIA*—H6(a*—T79),
tir « = 9 wird das Zahlenglied —112; da 79 ein Nichtrest von
4 ist, so muss durch 16 dividirt werden; also K7 = T9A}—T, in

ganzen Zahlen unmoglich; somit existirt hier kein ganzzahliges [
und nach §. 23, Absatz 2, auch keine ganze Zahl fiir 2.

4. Exempel:
r* = 1012*+19 = (+5%)+2(102—3) (bax—+1);

2??;:10011-, S/ =-—2.19.101.5%;
streicht man 19 und 101 nach §. 16, so bleibt fiir das Zahlenglied N
bloss 10, womit sich keine in ganzen Zahlen mogliche Gleichung
bilden Ilisst.

0. Exempel

y* = 1710x*+1342+-69 = (112+8)*+(Te—D>) (Te—1),

| % T 1 67 6Tp—+639
— st st aanll i = U= — - o = 2
D 4l RO (T = Y = {a 1+ P*—170

Dr — —1-4+-92

LS‘I - —"2-13-55‘ ;72;

nach Wegfall von 557 hat man die Gleichungen
pE = 1A UMD ES () S S O )Y
welche insgesammt unmoglich sind, weil 7 ein Nichtrest, jede in
den Klammern stehende Zahl aber ein Rest von 17 ist.
6. Exempel:
y* = 1462*+-202—19 = (102+1)*+->d(3x—+2) (Bx—2);
20p—+320 : ”
2] ~ Tk 1_\11 —:ﬁz..?fb({)?]);
p*—145
streift man den eingeklammerten Faetor ab, so kKonnen in Betracht
kommen: ¢* = 14Hw* 5= 15, in rationalen Zahlen unmoglich;
und v* = 145w*=30 der 8-Reste wegen in ganzen Zahlen

v = 2-+2

unmoglich.
(. Kxempel:
y* = 1a*—14 = (Be+2)*+2(Te+3) (bar—3),

19p+-237 - | a
?f;i,rg‘-, S, = 95*.4.(1.79)

DX — 3—+2
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16scht man 7 und 79, so bleibt
v?* = T9w?*+10, A* = T9L*+10(a*—T79), a =9
und durch 4 dividiren: A? = 797 +5 in ganzen Zahlen unmoglich.
8. Exempel:
y? = T192*+T7.2399 = (102+-53)*—(32+184) (Tx—T06);

31p-+6004 --
1131p-+600 S, = —2.7%79.2399);

hier kommen in Betracht:
v? = TOw*E=T7(1, 2, 7, 14); N= —T

ist wegen der VI. Verticalreihe und N = —14 laut 7. Exempels
unbrauchbar;

ot — T9uw?449, w=0,v =T, w =14 L1 _ & — —14(79);
p—19 f
hier soll NV ein Tfaches sein; N = —7 und —14 sind aber un-

zulissig; endlich
v* = T9w*+-98 = lw*—2 (w*—49), w =T, v = 63,

diistal o o he bl O

w — T1+14 2, 79’ {

auch hier sollte N den Factor 7 enthalten, was unmoglich 1st.
J. Exempel:

y* = 192*+2192+129 = (112+8)*—(bx—+D) (Tx—13),
13 [ 5 098p—+3DH8T
D — 3-2399, X — 7? y e 7"-—7 e ld+ """ —7)2:7‘9—"?

S = 3 1*N(2399)
die Auflésungen der Gleichung v* = T9w*-+21 entsprechen
nicht; die #dquivalente Gleichung v»* = TYw*+7.2399 ist laut
8. Exempels unmioglich, daher ist I in ganzen Zahlen nicht zu
losen.

10. Exempel:

y? = 192%+3.2399, A? — T9624+-3.2399(a>—T9), =9,

A* =T96*4-6.2399, 6.2399 = —6.—2399, also
. R ] D
A* = T9B7—6 und 3, = 7 AN 5
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ferner
A* = T96°—2399 und =k Ay, = 1120

somit nach dem letzten Absatz in §. 16

B = i AN = O—(?D und 35 = 49+2 06op—+3871

)

3 3 p—19

S, = —4.3°(79.2399);
in den Gleichungen »* = 79w*33 (1, 2, 3, 6) sind die Zahlen-
glieder 3 und 6 wegen der VI. Verticalreihe unzulissig; 9 und
18 fiihren zu Auflosungen in relativ zusammengesetzten Zahlen;
folglich gibt es fiir 2 und #z keine ganzen Zahlen (8. Absatz im §. 23).

—_

11. Exempel:

y* = 3862*+H38x+193 = (102+9)*+-2(11a-+7) (132+3),
ot - o 29p+201
D= —4.2137, 1l = —T7+-2 )t 386

S, = —2.11%2137);

da v* =386w* =22 in rationalen Zahlen unmoglich sind, so gibt
es keine ganzen Zahlen ftiir a.

12. Exempel:

y* = 291x*+ 11520 +461 = (14x—11)*+(bae—+17) (192+20);
; —DH86p—9319
— —17%.13811, 5 = — o
D - akslill By 17—+ p—201
S = —DH*.17*(1811);

fiir N = 85 und —85. 1811 findet man unpassende Werthe fiir p,
und fiir N = —5.17* eine unmogliche Gleichung.

Nun bilde man nach §. 17 eine p-Funetion, deren Nenner
den Factor 17* nicht enthalten darf.

K? — 291A%—17%.1811(a2—291), fir « — 17, K = 17k,
A = 17d wird k* = 291d*+3622; fiir £ = 291z—+r wird
19, )'2-———-139 J‘=79, 115

© 291 7 B=21s#sap

fiir » = 79 wird das Zahlenglied —12—+-21 = 9, somit fiir z = 0

17
d=3, k=19, K = +1343, p = — und

e)

193) (32—20),

d* = 2912*4-2rz

Oy* = (Dla—+17)*~+ (b
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429705
p*—291 ’
hier konnen bloss die Gleichungen »* = 291w*-+51 aufgestellt
werden, welche in Rationalzahlen unmoglich sind.

somit 32 = 2017 S, — —17.9(1811):

13. Exempel:
y* = 25Ta*+-b32+10 = (62—2)*+(172-+2) (132+3),
—88p—38H3
n Ipz——:';_.’ﬁ)'? ?

(1) S . B R

S = —13*%.241(31);
da in der VI. Reihe lauter Einser stehen, so kann nach Wegfall
von 31 der Nenner N, nur —+ 13.241 sein. Ist »* = aw®*—1 in
canzen Zahlen moglich, so sind die Gleichungen »* —= aw*—+N in
ganzen Zahlen zugleich moglhieh oder zugleich unmoglich. Also

v* = 20Tw*+3133 = (15w—+30)*+ (8w—203)(4w—11) und
4w —= 1142 2%{:_7:-2%%27 y O = —064.241.(13.257);
der zu bildende Nenner N' muss durch 8 theilbar sein, denn
vt = 2DTw;+4.241 ist in theilfremden Zahlen der 8-Reste wegen
nicht moglich; N' darf aber kein Vielfaches von 16 sein, weil
sonst fiir den nichsten dquivalenten Nenner (§. 15) nur 4 ver-
bliebe. Somit

vy = 20Tw;+8.241 = (15w, +16)*+8(2w,—19)(2w,—11) und

197 r—+4-2827 |
— 1142 E_9RT S = —128(241.257);

da die eingeklammerten Zahlen ausser Betracht kommen, und
fiir den nichsten fdquivalenten Nenner 8 zu reserviren ist, 8o
bleiben fiir den ersten Nenner bloss 8 oder 16 iibrig, mit denen
keine in relativen Primzahlen auflosliche Gleichung gebildet
werden kann. Die erste Gleichung ist somit in ganzen Zahlen
unmoglich.

Die im theoretischen Theile dieses Schriftchens entwickelten
Sitze, ermoglichen sonach eine rasche Auflosung unbestimmter
quadratischer Gleichungen mit zwei Unbekanntenin ganzen Zahlen,
~wie auch die Ermittlung von Kriterien fiir die Unmoglichkeit einer
solchen Liosung.

2“’1

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. LXXXII. Bd. 11. Abth. 20



