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Berechnung der ganzzahligen Wurzeln unbestimmter
quadratischer Gleichungen mit zwei Unbekannten
aus den fiir letatere gefundenen Briichen, nebst den
Kriterien der Unméglichkeit einer solchen Losung.

Von Prof. Adolf Kunerth.

(Vorgelegt in der Sitzung am 1. Juli 1880.)

ot e

Jeder vollstiindigen Gleichung dieser Art lisst sich durch
eine lineare Substitution fiir eine ihrer Unbekannten die Gestalt
y? = ax®+-bar—+c...1 ertheilen, wo die Coeéfficienten ganze
Zahlen sind: dabei soll « positiv und ein Nichtquadrat sein.

In der Abhandlung: , Praktische Methode zur numerisehen
Auflosung unbestimmter quadratischer Gleichungen in rationalen
Zahlen“, publicirt im LXXVIIIL. Bande der Sitzungsherichte der
k. A. d. W. II. Abth,, Juli-Heft 1878, wurde ein Verfahren an-
gegeben, jede in rationalen Zahlen mdgliche Gleichung von der
Form I auf die Form

y? = (aw—+p)°+(yr—0) (sx—0)
zu bringen, in welcher die griechischen Buchstaben bestimmte
Rationalzahlen bedeuten. Aus dieser Gleichung ergeben sieh fir

N
i S ) & ; 8 e
2 die zwei Werthe — und =, welche im Allgemeinen echte Briiche
/ ,

sind; und da entsteht die Frage, ob nicht aus einem dieser Briiche
die otwa bestehenden ganzzahligen Werthe von @ rfetumleﬂ
werden kinnten?

Angenommen, es wire ein Blu(h — hﬁ,lmnnt welcher fiir &
n

in die Gleichung I gesetzt, derselben Geniige leistet, so kan die
rechte Seite derselben auf die Form

(aa—+B)—(yo—2) (na—m) = ax+-bw—+c...II

gebracht werden, sobald die mit griechischen Lettern hezeichnetel
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Zahlen bestimmt sind. Fiir

m = m o
iy wird y = a — - = —, also mat-nf = r.. .10,
4 n n

md aus dieser unbestimmten Gleichung findet man
e = —np+e;, f=mp+p,]...1IV;

hier stellen «, und £, bekanmnte ganze Zahlen vor, wihrend p
jeden rationalen Werth erhalten kann. Es lisst sich daher diese
Transformation auf beliebig viele Arten ausfithren, indem bei
jeder Anderung von p die Zahlen «, B, v, ¢ andere werden. Fiir
¢in specielles Paar von « und B findet man den Factor Jx—~¢ aus
ler Gleichung IT durch einfache Rechnung.

§. 2,
Setzt man aus IV die allgemeinen Ausdriicke fiir « und B
m die Gleichung IT und verbindet die Glieder des entwickelten
Quadrates mit den gleichartigen Gliedern des transponirten
techten Fligels, so wird

; (7&—0) (nae—m) = [n*p*—2na, p—+ o —a)w?—
(2mnp*—2 (ma,—nP,) p—(2a,f,—b)] @+ [m*p*+-2mp, p +F—c]
Aus [T folgt:

ai—ny = a, 2a,B, ~+my—+-nd = b, Bi—md = ¢;

somit

2 Te D i e
s—t = ny, 2e,8,—b = —my

né, Bt—ec = md;
tach Einsetzen dieser Werthe in die letste Gleichung erhilt man:
(y&—20) (ne—m) = [n*p*—2no,p+ ny| w?—
]'2??.1?:})2——2(‘?119:1—ﬂﬁi)p+('m'y+nr3)]m—s—[mﬂpg+2mﬁlp—|—mr3“]
tnd durch Division beider Seiten mit na—im:

12—0 = (np*—2a,p—+y)e—(mp*+-2B,p-+-9). . . V.

Der rechte Fliigel dieser Gleichung ist der allgemeine Aus-
(ruck fiir den Wurzelfactor ya—0, der fiir jeden neuen Werth von

P ¢in anderer wird. Fiir p =0 wird z — 3; allgemein aber ist
7

Sil2b. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXIT. Bd. IT. Abtb. 23
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mp*—+20,p—+0

F 1 S b
H"‘E_?ﬁlp—l—‘y a,

AN i 7 )
die Gleichung der p-Function fiir —.
n

Diese Formel kann zufolge der Entstehung ihrer Brueh-
glieder concis auch so dargestellt werden:

(EP—c) :m

e e T
(a*—a):n

wo fiir « und g die in [V stehenden Binome zu nehmen sind. Ist

i AL

m v 7 . 5 X
— negativ, 8o hat man den Briichen in VIe und V15 das Zeichen —
n

vorzusetzen, dann istin IV: & = —ap—+a, und 8 = —mp-+5;.

Setzen wir in Vi P fitr p, s0 wird

oP2 26, P~m
S P20, Prn’

die Gleichung der p-Function fiir = Ertheilt man der Variablen

: : M, i ds
P einen besonderen Werth, fiir welechen o — v wird, so sind die
rugehtrigen Grissen:
n e 1 M 4
p= P =P, umd y = N a—+[5.
Oft ermoglicht der neune Nenner N eine rasche Losung der
Gleichung I.

8. 3.
Liisst sich fiir p eine rationale Zahl finden, die den Brueh i
VIa zu einer ganzen Zahl macht, so ist die Aufgabe geldst; ob
dies aber nicht auch dann mbglich wire, wenn ftir p kein solcher
Werth existirt, muss zuvorderst untersueht werden, Denn vielleicht

0 . e . 1
lagsen sich, wenn auch nieht mit —, so doch mit andern, die
n

Gleichung I befriedigenden Briichen p-Funetionen bilden, at®
denen ganze Zahlen fiira gewonnen werden kinnen. Darauf geben
folgende Befrachtungen die entseheidende Antwort.
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Pir o — — Imd Y =— hmrehf nach II[ die Gleichung

mcx—He.,B =i ()

ST : m
und ebenso fiir ein anderes Paar von Werthen, etwa fiir & — L
n
¥ .
und y =L die Gleichung m a—+nf5 = r,...(2).
n 3%
1

Alle ans (1) entwickelten Werthe von « und f geben solche
Formen von 11, in denen der Wurzelfactor na—m vorkommt, wo-
gegen die aus (2) gefundenen Werthe von « und 2 Formen liefern,
die den Wurzelfactor #,a—im, enthalten. Liisst man jedoch (1)
und (2) als zusammengehirige Gleichungen gelten, und hestimmt
aus ihnen o« und B, die in diesem Falle gemeiniglich Briiche sind,
80 befriedigt das gefundene Zahlenpaar jede dieser zwei Glei-
chungen, uml es muss daherin der mit diesen Werthen gebildeten
Form TI sowohl na—m als auch n,ae—m, erscheinen. Da nun das
letztere Binom alle moglichen Wurzelfactoren vorstellt, so kann
in der Gleichung IT mit dem speciellen Factor nz—m dieser
selbst und jeder andere der Gleichung T zukommende Wurzel-
factor in Verbindung treten. Der rechtsstehende Ausdruck in V
reprisentivt somit alle Wurzelfactoren der Gleichnng I und der
Bruch in VI , wie fiiberhaupt jede p-Function, alle mbglichen
Werthe von 2.

Die Gleichung T kann daher nur dann in ganzen Zahlen
gelost werden, wenn fiir p solche Werthe bestehen, die den Bruch
in Vig in ejne ganze Zahl verwandeln; wird aber nachgewiesen,
dass ein solcher Werthe fiir p nicht moglich ist, so ist auch die
gestellte Aufgabe unmoglich.

8. 4.
—“+a
Sehafft man in VI« mittelst der Substitution p — — P oy
n
weite (Hlied des Nenners weg, 80 wird
_mp; -4—7(ma1—1 nf,) py—+(mai+2ne p—+n?d)

n(pi—u)

Nlla;

rsetzt man im Zihler die Grosse o durch 13 p (S

hicraut 44 -4_1;181 dureh » (nach IIT), endlich »*—en* durch
U bmn, day 1 o P bmmen® ist, so folgt:
93 &
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346 > Kunerth
mpt—-20p, +(am--bn)
€T = AT .
n(pi—a)
multiplicirt man nun beide Seiten mit » und verwandelt den Bruch
in eine gemischte Zahl, so erhilt man die Hauptformel

. VLG

2rp,—+(2am—+bn)
na = m— —-A :
pi—a

SV

welche fortan aus den Werthen der Unbekannten:

und den Constanten in I aufgestellt werden kann. Ist in der Glei-
chung I &= 0, so wird

. Al

nr — m-+2 ’—F—’!@ﬂ

P 0

8. b.
‘Die Formel VIIT entsteht auch durch Subtraction der
identischen Gleichung
r* m* m

5= — +b — ¢
n® n’ n

von der unter I stehenden; also

-m.z.) ) m. 1t
b — -
) ( R T

y* = a(a*
setzt man fiir dieses Trinom das Quadrat
_ Ak
m T
T =) i
[? 1( n) ?J ?
reducirt, und entwickelt @, so kommt

mpy—+-2rp, —+(am—-bn)
et T AT

H(p?—T 3 Wie 1n V[Ib.

Der Satz

mn r
== .-"7**'*.-‘IX
4= P n) n

gestattet eine bequeme Berechnung von y aus dem flir o gefi-
denen Werthe. Stellt man hier fiir @ den Bruch aus VIIs e,
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80 wird

{ (Q_fnn+bn.)p-,+2m*

-+ 5 =
pPi—a

ny =1

[n allen diesen Formeln ist » mit jenem Vorzeichen zu nehmen,
welehes ihm nach III zukommt.

Im Allgemeinen sind die brauchbaren Werthe von p und p,
gebrochene, oft aber nebstbei auch ganze Zahlen; daher setze

: v
man in VIIT p, = —, wodurch
w

2rv—+-(2am—+bn)w
nx — M-

X

vE—aw®

§. 6.

Damit 2 eine ganze Zahl werden konne, miissen die noch
unbestimmten, ganzen und gegen einander theilfremden Zahlen
v und w zwei Bedingungen erfiillen,

1. Der Nenner v*—aw?® muss immer durch » theilbar sein.
Fiir p darf kein Bruch gesetzt werden, dessen Nenner mif » einen

wird.

A ’ k Aoroh &
Factor gemein hat; denn ist » = vz und p = ~7'» 80 wird in VIa
2

mlc* =20 kvl v

vk —2a, kvl i®
da nun vz, d. i % prim gegen m und v prim gegen £ ist, so kann
der Ziihler dieses Bruches durch v nicht theilbar sein und letzterer
keine ganze Zahl werden.
Ertheilt man jedoch der Variablen p einen solehen Werth

7 1ass £ prim gegen # ist, so wird in der Gleichun N, = np—a
l seg ) g™ P 1
: X AR

(hach §. 4) das Product np (= ?i;) sich nicht abkiirzen lassen,
und nach Binsetzen dieses Binoms fiir py in VIIa wird

n¥(mp*+28,p+9)
=t : )
n*(np*— 20, p-+7)

Oder
n*(mk®—-20 kl--61%)

=

;2(:1¢)5‘2—~2a1kl¥|-—';32_)_' el

und g F :
W dieser Bruch kann eine ganze Zahl werden.
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348 Kunerth.

Da nun die gesuchten Werthe von p, die Form np—a; mit
Ausschluss jeder Reduction von np haben miissen, so lehrt uns
die letzte Formel, dass fiir p, nur solehe Briiche — auch vom
Nenner Eins — zuliissig sind, welche den Nenner des Bruches
in VIT in ein Vielfaches von »? verwandeln.

Schreiben wir — statf p, in VIIb, so wird
w

me* - 2rvw—(am—+bn)w?

— = =)
v c—mie _]

nnd da die Briiche in (1) und (2) aus den identischen Briichen in
VIIe und VII4 durch Einsetzen desselben reducirten Bruches
nk

] 1'esl]et'ti\'er; entstanden und ungekiirzt geblieben sind, s0
milssen auch sie identisch und ihre Nenner einander gleich sein:
also st w*(nk*—2a kl--91*) = n(v*—aw?) und ei—qw? ein
Dividunm von .
s

2. Der Nenner v*—qu* muss stets ein Theiler von n(b*—4ut)
sein. Um dies zu beweisen,“bringen wir in X die Zahl m nach
links, multipliciren hierauf beide Seiten mit 2ry—(2am-+bnjw
und addiren —4r*¢ hinzu; da wird nach rechtsseitig vollzogener
Reduetion:

2
— dar®* + (2am —+ bn) o3
=~V =

=

v — aw
20p2 :
n*(b*—4dae) |
e ey i Ak
[
von = abgesehen, bezeichnen alle hier vorkommenden Buchstaben
ganze Zahlen.

Die linke Seite dieser Gleichung Lisst sich in zwei Theile
zerlegen, von denen der eine den Factor » explicite, der andere
aber implicite enthiilt; dieser ist:

— 2mre—+2am*w—dr*w oder 2w(am®—r?) —2r(mr—+rw).
_ 13 kn—aer | A .

Da nach §. 6 die Briiche —ZL und — einander gleich und

w
reducirt sind, so ist © = kn—a,l, w = [; und weil » = mz,+"P
(nach TIT), so wird me = kmn—a,lm wnd riw = B, In—+a, daher
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nach Addition beider Gleichungen: mo—+rw = n(km—+-2,1); weil
farner #* — am®——bmn-en?, 50 ist am*—r* = —n(bm--cn) und
jener zweite Theil ist gleich —2naw(bm—-cn)—2nr(km—+,l). Der
linke Fligel der Gleichung XI ist somit durch z theilbar und
nach beiderseitiger Division mit 2 bleibt rechts der Bruch

n(b*—4ac)yw®

v —aw?

da aber w® prim gegen den Nenner ist, so muss n(b*—4ae) durch
r*—aw?® theilbar sein.

Das Product n*(h*—4uc) bezeiehnen wir mit § und nennen
es die Stammzahl, weil ihm alle passenden Werthe von » und
entstammen, falls solehe vorkommen; es ist auch

S= —dar*+(2am-hn)*

In der Gleichung XI kiinnen unfer gewissen Bedingungen
Abkiirzungen vorgenommen werden, welche die Rechnung ver-
einfachen; sie werden in den niichsten neun Paragraphen
behandelt.

§. 8.

Ist 2r = dh und 2am—+bu=fh, und man dividirt XI durch-

gehends mit A, so wird im ersten Bruche der Zihler gleich

e
s

= 8= h(—ad*+f*). . .die reducirte Stamm-
3 ¢ ;

za.hl, nnd

de—+fw
ne=—n-+h————w-...1};
} e —aw® 1L;

dies ist die Formel X nach dem Herausheben des grossien ge-
memen Factors & im Zihler.

Ist dabei &, das grosste gemeinschaftliche Mass von n(=hn,)
und k(= h,p), so wird durch obige Division mit £ der Zihler des
“weiten Bruches gleich

n n(h*—4ac)
hy ¢
mnd wemn wir die Determinante b*—4ae mit D bezeichnen, so

o oenl)
wird —, €in Dividuum von p2—aw?; da aber der Zihler des

i




,
:
i
;.
i

B VI e B

i 28,

A

P SIS O

[t
N
-
i
&)
i

LRI S S Sy

e

R AN e Dl

350 Kunerth.

ersten Bruches in XI durch A% = #%p%) theilbar ist, so ist es auch
der zweite Ziihler (=A*s’D), und weil n§ und p* relative Prim-
zahlen sind, so muss D durch »? theilbar sein. Der Factor ;

h i J adg
(=3 ) kann somit in D gelischt werden; dadurch wird die
i
|

Anzahl der etwa mbglichen Factoren von #?—aw?® vermindert
und die Rechnung abgekiirzt. Der Nenner N darf nur solche
Faetoren enthalten, von denen « ein quadratischer Rest ist, da
sonst die Gleichung ©* = aw®+ N in ganzen und theilfremden
Zahlen nicht moglich wiire.

§. 9.

Ist a=p’a,, 2r=pd und 2wm-bn=p¥, so lisst sich,
wenn man in XI ¢—=pe, setzt, der erste Bruch daselbst durch u?
heben und iiberdies jede Seite der Gleichung durch p.2 dividiren.
Dadureh verliert die Stammzahl den Faetor p* und der Nenner

v*—aw® den Factor p2; hierauf findet man
dv, +fw S
1 ¢ . 2
Re=m-+———w...[2] und —-=8§, — —a,d"
?“T “]?L.E [ ] Iu!; re 1 [?

der Riiekstand im ersten Zihler. Auf die Formel [2] kommt man
auch, wenn man in VIII oder X ppu fiir p, resp. pe, fiir v setzt
und den Brach durch p* hebt. Haben  und / ein gemeinsehaftliches
Mass, so ist dieses herauszuheben.

Diese Reduction kann nur dann stattfinden, wenn 2 ein

e T A . 9,
Dividuum von g oder 5 1st, denn nur in diesem Falle konnen 2

durch p, und bz durch p® theilbar und die Coéfficienten in I frei
von gemeinen quadratischen Factoren sein, wie sich aus der
Gleichung »*— am®+bmn—+cn?. . .[3] ersehen Lisst, in welcher

2
der obigen Annahme znfolge jedes Glied durch 2 oder(%]

theilbar sein soll.
§. 10.
Beziiglich des Nenners v —«,w? ist Folgendes zu merken:
Wihrend ¢*—aw?® mindestens durch die héchste Potenz jeder in
. : . . . [
n vorkommenden Primzahl y, theilbar sein muss, ist vi—aw" A1

1

. i -
den Factor 11, gebunden, wenn die ganze Zahl - oder wenn ¢

(et
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und / dureh p, theilbar sind. Ist nimlich n=pin,, 80 bleibt im
v:—mw?
Quotienten S o dessen Dividend ein nfaches ist, p, zurtick,
1

md demzufolge auch in vi—a,w?; kommt aber 1 in d und £ vor,
80 muss, weil # prim gegen m ist, der Factor p, hinausfallen,
wenn die rechte Seite in [2] eine ganze Zahl werden soll. Findet
jedoch keiner dieser zwei Fille statt , und enthielte S, selbst
eine wirkliche Potenz von p,, so kann vi—awe® an p, gebunden
sein oder nicht, daher in diesem Falle die Rechnung alternirend
z fithren ist. Kommt ., in S, gar nicht, oder nicht potenzirt vor,
$0 muss, beziehungsweise kann es in v>—a,? fehlen (§. 14).

ST

Endlieh lisst sich, wenn a==p?a, und 2am—bn=pf ist, der
érste Bruch in XTI fiir » = p», dureh 2 heben, wodurch in 8 und
im Nenner der Factor p.? getilgt wird; dann ist
2rv, 4w

BRD — ugn —— — -
I T
: vi—a, w?

L

w. ..[4] und P—T =3S,, =—4ar*+f*

Dieselbe Formel wird erhalten, wenn man in VIII oder X
beide Seiten mit p. multiplicirt und den Bruch durch * abkiirat;
doch ist diese Reduction wegen Vergrosserung des Coéfficienten
Von z minder vortheilhaft.

In [4] muss # prim gegen p. sein; denn angenommen n—pa,,
80 wiirde die obige Gleichung [3] lauten:

r* = pPaym* <= bmpn —+ cpn?

und kiimnte nur dann bestehen, wenn fun, d.i. bn durch p?
Somit » dureh p theilbar wiiren, was der Annahme widerspricht
ind eine unmittelhare Abkiirzung dureh p* erméglichen wiirde.
Daher bleibt vi—aw?® ein Vielfaches von z und w ist gemeinig-
lich dureh ¢ theilbar.

Alle diese Abkiirzungen sind schon in der Hauptformel VIII
duszufithren, da XI zur Rechnung nieht ndthig ist.

5. 12.

; Im Allgemeinen gibt es fiir jeden beliehigen Werth von Py
Elnen zugehorigen zweiten Werth py, welcher in der Formel
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2rp, -+ (2am—+ bn)
nY = m - il —(——

- e VALL

2
i

fir @ dieselbe Zahl hervorbringt, wie pr- Um pu zu finden,
schreiben wir in VIII ¢ fiir ne—m, g fiir 2wm-+bn und losen die

Gleichung
2rp, ——¢ e
e )]
pl-—ﬁ
oder geordnet:
; 2r s——g | )
S e ~=0U... |
Dy ion g~ ——=0: .. [6]

nach p, anfy also i,
r+V| as*+gs—+r?

e —— =
[l 3 t)

fithren wir fiir s den obigen Brueh wieder ein und radiciren, s0
wird

ipi— (et gp,+-ar)

g 2rp,—+g ]

somit

(2am—bn)p, +2ar U1,
2rp,—+(2am--bn) wir

H
I}I :pl= —lund p”_‘:—
wy

dies sind allgemein zwei dquivalente Substitutionen und
vi—aw} (=N,) und vh—awt (=Nn)
die ihnen entsprechenden dquivalenten Nenner,

Der Bruch piy lisst sich durch das grisste geme-inschaft-
liche Mass von ¢ und 2 sonst aber stets durch » heben, was
sogleich ersichtlich wird, wenn man daselbst

kn—ae,l

E= (§. 6), r=ma, -+np

und hierauf im Nenner z?—a = ny setzt.

8. 13.
Naeh XTI ist
2
- AR sl g gy n*D
(ne—m) (2rp,—q)—41 p?—“,
und ebenso 7 [7]
n*D

(ne—m) (2rpyn—g)—4rt= — i
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lier stellen p; und py reducirte Briiche vor. Subtrahirt man die
untere Gleichung von der oberen und dividirt hierauf beiderseits
durch p;—py, so kmmi

W*D(pi-+pur)

g =— -0 =3
(pt—a)(ph—a)

277, , :
da nach [6] pi—+pn = S sty 80 geht die letzte Formel iiber in

n*D n*Dwiwk

.2
§ — e = - o ="
(pi—a) (ph—a) (et—aw}) (eh—awh)

weil ferner in [5] das grisste gemeinschaftliche Mass £ von 2» und g
nicht fiir jeden entsprechenden Werth von p, gegen den Nenner
Pi—a ganz hinausfallen muss . da / iiberdies einen Theiler ent-
halten kann, der im Nenner gar nicht vorkommen darf; so konnen,
wemn 2 nicht Eins ist, die Zahlen 2», g und s filr verschiedene
Werthe von p, einen oder den andern Factor von £ als gemeinsch.
Mass besitzen, und es wird demzufolge der Nenmer s der zwei
Briiche in [6] nicht immer der kleinste sein. Da nun laut [6] die

. ; 7 v v ey 2% :
Summe der reducirten Britche - und ' gleich — und ihr
Wy Wiy 8

By Uiy : as—+q . o : 4

Product —* gleich — foceg ist, so konnen die Glieder des
Wity 8

letzten Bruches auch grosser sein als die des ihm vorangehen-

den, 80 dass man im Allgemeinen annehmen kann: S==priL Iy
o2

g & » . .
Wnd g — 21, also wheh— —; oben eingesetst und reducirt, wird
1
n*D

N]_.E\"rjl — s . Xllﬁ-.

3
P1

Da N; und N;; Dividuen von » sind, so muss D durch g} theil-

bar und Jeder dieser zwei Nenner ein Divisor von » —; sein; fiir
z :
~1

manche Werthe von p, fillt daher p? als ein zur Bildung von &
eben unnithiger Factor aus D und aus beiden Seiten der Glei-
chungen [7] hinaus; ist 4, eine Primzahl und « ein Nichtrest von g,,
S0 muss ot immer hinausfallen. Zerlegt man das grisste gemein-
sehaftliche Mass & von 2r und ¢ in zwei solche Factoren Ay und gy,
dass alle einfachen Divisoren von A nin n aufgehen, py; dagegen
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prim gegen z ist, so kann ne—m, d. i. s durch prr theilbar sein,
und pir ist der grosste Divisor von A2, durch welchen in besonderen
Fillen beide Seiten in [7] theilbar sein kinnen. Die obige Zahl
gr ist somit ein Theiler von grr und dieses wieder ein Theiler von
¢ (§- 8); daher konnen aus D gelegentlich nur solehe quadratische
Factoren hinausfallen, welehe Divisoren von 4% und prim gegen
n sind. Dies ist bei den zur Ermittlung von N anzustellenden Ver-
suchen zu beniitzen. Ist « ein Nichtrest der Primzahl = und die

JAES= ; :
ganze Zahl ~# Prim gegen x, 80 ist =* in D zu losehen.

§ 14,

Enthélt D einen Primfaetor blos in der ersten Potenz, 50
kann derselbe nur in Einem Nenner vorkommen (XIL«); und da zur
Berechnung von @ der diesem iiquivalente Nenner geniigt, so dart
ein singuliirer Factor in D geléseht werden, wodurch sich die
Zahl der zur Ergriindung von N nothigen Versuche auf die Hilfte
reducirt.

Wiire v*—aw? = N, in ganzen Zahlen mbglich, nicht aber
v*—aw® = Ny, s0 wiire die erste Gleichung zur Bestimmung von
@ unbrauchbar, und wenn sich zwei solche in ganzen und theil-
fremden Zahlen auflosliche Gleichungen nicht bilden lassen, o ist
auch I in ganzen Zahlen unmoglich; doch ist dieser Satz positiv
aufgestellt, nicht allgemein giltig.

Wurde: der Bruch in VIIl dureh p? gehoben, so hat man

i S

in XLla — fiir § zu setzen.
L,
1}

Wenn die Determinante in I ein Quadrat ist, so lassen sich
durch unmittelbare Zerlegung des dortigen Trinoms zwei Werthe
von @ finden und fiir jeden derselben hat p, nur Einen Werth.

§. 15.

[stin I6=0, also y* = wa*+-¢, so kann jeder Werth von &
mit beiden Vorzeichen genommen werden, daher nach VIII

rp, ——am
na = ?:1—6—2—1—%-*—
P;__ﬂ
und
VP PP m
R e e A AU m—-2 Pui

2
Piin—a

p%—rr
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Ex ist somit
7P mpi—1p,
pin—a Pi—a ’

md nach py; anfgelost:
/8 rp,——am
Prr— —und — B ——
p‘l ’f'HPi—l" 1

lisst man hier fiir p, auch den iquivalenten Werth
(_ a(mp,~r)
e rp,—am .
aus §. 12 eintreten, so ergeben sich die vier dquivalenten Sub-
stitutionen: p, und
a(mp,—r)
DR T{‘*‘E’?
beztiglich — 2 und
I'P1+C&’r"ﬂ.

(/4
PH] —r Tlebst 'p]\r —
i : HP?)' ==

1
beziiglich —a, wobei

PiPuar = pupiv = d.

—ac(vi—aiy)

”l:'_r“vf(; = iv: ) = (= Nm),
el
2 2 2 =
— |\ v, —aw ¢ —aw i -
___(_.l__!ﬂ.lj. ( - NIII) il nd (‘lf])‘ = IV]V)
s | Py v '

sind die zugehsrigen fiquivalenten Nenner. Die Divisoren 6% D8 o
finden ihre Erklirung in dem auch hier geltenden Gesetze:

—daent? : —4aen*
JVIJVH e R T und ]VUII\?]\' TR T U o XI1Ib.
Py Piix

§. 16.

~ Kommen in D die Primfactoren a und singuléir vor, und ist
Jener ein Theiler von a, dieser aber ein Theiler von ¢, 80 kann
an jene zwei Primzahlen streichen und bloss den Nenner &N, suchen
i Imnlitzeu, in welchem, der obigen Darstellung gemiiss a und ¢
nicht vorznkommen brauchen; dadurch wird die Zahl der Ver-
Suche viermal kleiner. :

. Wiire v®—qw® = N, in ganzen theilfremden Zahlen miglich,
“Ie der drei andern iiquivalenten Gleichungen mit den Zahlen-
gliedern 1, Vixr, Ny jedoch unmiglieh, so wiire die erste Glei-
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chung unbrauchbar; und wenn sich vier derartige Gleichungen,
wie es die erste ist, nicht bilden lassen, so ist die Gleichung I un-
miglich; doch darf man aus dem Bestehen jener vier Gleichungen
auf die Mioglichkeit von I nicht schliessen, !

Hiitte man den Brueh in VIIT dureh p® gehoben, so milsste
in XIIh die Stammzahl —4aen® durch p* dividirt werden.

Wird die Lisung einer der iiguivalenten Gleichungen da-
dureh erschwert, dass das Zahlenglied ein Product mehrerer Prim-
zahlen ist, so zerlege man dieses Glied in zwei Factoren
(N = nynpy), fiir welche v} = awl-+n, und v} = awh—+un in
Rationalzahlen moglich sind, bestimme aus den Auflisungen
dieser Gleichungen die Unbekannten der Gleichung v* — aw*+N
mittelst der Formeln

w = vy ome, ind ¢ = 2y Uy 0 a0y

und finde, wenn dies Briiche sein sollten, mittelst der p-Funetion
ganze Zahlen fiir « und ¢ oder ein Kriterinm der Unmiglichkeit
einer solchen Lijsung.

Ist —ae ein Quadrat, so gibt es fiir x — ——r/ — — nur zwel
i
dquivalente \ubs;trm‘rlonen

R

14

Kommen in D quadratische Factoren vor, deren Produet wir
mit v* bezeichnen, so dass D=1v*D, ist, so liisst sich meistens eine
p-Funetion finden, deren Nenner v2—amw? lediglich ein Theiler
von z,vD, sein darf.

Um anf diese p-Funetion zu kommen, setze man in der
Gleichung K* — aA*+D(a*—a)...(V im Eingangs erwihnten
Hefte ex 1878) « = v, K = vk, A = vd und dividire, wenn « und s*
keinen quadratischen Factor gemein haben, beiderseits dureh v
da wird

k* = ad*+D,(v*—a). . .(1)

wo d und & die Unbekannten sind. Nac¢h Bestimmung derselben

1 Weil die Gleichungen mit den Zahlengliedern Ny und ANy augleich

maglich oder zugleich unméglich sind, und weil fir Ny und Niv dasselbe

> in
gilt, so braucht man blos N7 und Ny eventuell Ny und Niv nebst XILh1
Betracht zu ziehen.
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erhiilt man
v(==k—b) v
13 = -.2(1 —= —U¥; oder 2 .

Ist ¢ ein redueirter Brueh, so muss sein Nenner ein Theiler von «
und prim gegen v seinj wiiren niimlich « und v durch p. theilbar,
so milssten b wegen D = v*D,, und % wegen (1) es auch sein,
und in dem obigen Ausdrucke fiir 3 bliebe, beim Abkiirzen durch p.
der Factor v im Zihler intact. » kann auch Null sein.

Eg wird also

; ; ; m v
¥t = (v (ya—0) (ne—m,)...(2), 2= 1, y=
: : i n, n,
1
Zur,p,+1
M s
—a
Py
weil hier § = 22D, ist, so muss / = v/, sein, somit
2r.p, 1
¥ 6 B

n . =m :
: - pi—u

Hier ist die reducirte Stz. 8, = n}yD, und, wie sogleich bewiesen
wird, v prim gegen #,, daher nach §. 8 x,vD, ein Vielfaches
aller brauehbaren Werthe von »2—aw?

Die Zahlen v und », ktnnen desshalb als theilfremd angesehen
werden, weil sonst ihr gemeinschaftliches Mass p. wegen der
Detelmmame v*D, des auf die Form I gebrachten rechten Fliigels
in (2) auch ein Maas von m, sein miisste und daselbst im Binome
n@—m, heransgehoben werden konnte.

Wiire aber ¢ = m*a, und X das grisste gemeinschaftliche Mass

Frd)

Vou = und v, s0 ist & =~ zu setzen und die obige Gleichung V
durch (zv)2 zu kiirzen; in der transformirten Gleichung IT wird ein
Werth von & ein Brueh sein, dessen Nenner durch = mlcl _ theil-

bar ist, und die avs diesem Bruche gebildete p- Flmctmn wird
m Zihler den gemeinschaftlichen Faetor v haben und durch =*

oder [§] gekiirzt werden kiinnen,

Diese Transformationen knnen das Auffinden eines Kenn-
7eichens fiir die Unmiglichkeit der Liisung in ganzen Zahlen
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erleichtern, weil dadurch die Menge der Factoren von & in der
reducirten Stammzahl S, vermindert wird. !

§ 18.
. Berechnung ganzzahliger Werthe von p,.

A. Lisstsich in der Formel « = —np-+=,, zu welcher lant IV
die Formel B — mp—f, gehiirt, eine solehe ganze Zahl fir p er-
sehen, dass a—a® eine Primzahl wird, so ist die Gleichung I ge-
16st, sobald man sie auf die Form II gebracht hat. Dasselbe findet
statt, wenn a—«* das Doppelte einer Primzahl ist und dabei b
nebst e gerade Zahlen sind.

1. Exempel:
y* = 61la’+-1110—101 = (Tz+8)*+(3z—+11) (42—15),
Jij |

T—=——,a— 3]]-!—7’ ﬁ =1 11p—|—8;
o
fiir p = —5 wird
und

Y = (8e+A47)*—(Ba—+11) (2+210); x = —210, y = 1633.
2. Exempel.
y* = 672*—2000+244 — (122 17)%—(T2—b)(112—9),

& gl 8= b 17
firp=3
wirde = —9 B = —2 67—81 ——14
und
¥t = (9242 —2(Te—b)(x+24), v —= —24, y — 214.

B. Noch der Formel
20p—+(2am—-ban)
-p'l';a afili :
Nach Ausscheidung der unzuliissigen Divisoren von D (§. 8)
sind alle andern mit » zu multipliciren, diese Producte, wenn si¢
« nicht iibersteigen, mit beiden, sonst aber nur mit dem positive?
Vorzeichen dem Nenner p}—a gleichzusetzen und mit den Si‘fh
aus diesen Gleichungen fiir p, ergebenden ganzen Zahlen die
Werthe von @ nach VIII zu berechnen.

oo VI

nr — n——

. . . s wratiV
1 Die bisherigen Siitze haben auch damn Geltung, wenn 4 uegad
oder ein Quadrat ist.
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3. Exempel:

y* = 16622 +4470+ 127 = (9—+-19)*+-3(52r—6) (bar—+-13),
Sl e 6 149 . 298p-+4107
D—=3.75741 & — 5 , = T 3 Dy == 6 __})2-;7]75767
N=_—35p=11, 2= —41, y =494,
C. Nach der Formel

If dp—ﬂ‘" 1]

nw = m-+h o e
pE—a

i §. 8.
Ist h, das grisste gemeinschaftliche Mass von 2 und & (=hp),

: ; D e
80 sind alle zuliissigen Factoren von — mit  zu multipliciren und

7]
i

hieranf wie in B zu verfahren.
4. Exempel:

232" —dlar—4dr—1Ta+360+79 = 0,

S L Q'—I—-il.r.:—l—{{-'l
46
y* = 324b2*+2960—5332, D — 16.9.79.25.61,
K* = 3245A%+ D (a*—3245),
fir « =57 ist 4 der Rest; setzt man der kiirzeren Rechnung
Wegen K — 3.7.8k, A = 1684 und dividirt durch 168% so kommt
H= 324301-9891; A2 — 89455219891 (o23245); o, — 57
A A} — 32456 30984; fur A, — 32452 wird :
r2—344
3245

B =28, 317, 392, 664; fiir die ersten zwei Werthe von » und fiir
#=0wird g, = 4 besiehungsweise 5, also

k* = (57d--5)—2(24—81 )(d+158);

wird

(€]

Bl =3245221 2,0 12, , 7 =302, 347, 1128, 1468

somit
Fos s a5 ek {4 . K+ab 1152
©=—158, k= —9001, K= —1512168, f — - e ———
und
20y* = (2850—1152)*+ 4(br—-33191)(ha—1 1);
a1 525 LV
A== —n R - c f 5. OF
5 ».’/———-—5—, D it 11-{-—2]‘)—;‘2_3?4‘5—. 1\_ .29 D.

&
=b, d. math o,

-naturw. Cl. LXXXIL. Bd. TT. Abth, 24
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e ; 2 vl =211 ) :
Hier ist h, =0, p =42, — = 8.3.7%.23.61; da 3245 ein Nicht-
P

rest von 3 und 8 ist, so sind diese zwei Divisoren und im Hinblick
auf den Hquivalenten Nenner (§. 13, XIl«) auch 2 wegzulassen,
hierauf simmtliche Factoren der Zahl 7%.23.61 wie auch die Vier-
fachen derselben mit 5 zu multipliciren und dem Nenner gleich
71 setzen. Da findet man

o — b, 45, —6b
&= —2, —2, 31
y= B4, 1767
z— 1 67
D. Nach der Formel
d| . *D :
ne = m-+— Flf{l—iﬂf ..[2]in§. 9.8, = pr—-“ = —a,d*+f*

Die Formel [2] entstand aus VIII durch Abkiirzung des dorfigen
Bruches mit p? wobei n durch p oder % theilbar sein niuss.

: NS : e o ) BIE =
Bezeichnen wir jeden der Quotienten — und — mif v, 80 sind
1 %

alle zuliissigen Divisoren von — mit v zu multipliciren und dem
v

Nenner p{—a gleichzustellen.
5. Exempel:
yt — 63922 —152— 615 — (Bw=20)2+-5(210—29)(62+1),
29 507
= $=gal gt SERUENIE AT
D= san .2.5.31,‘1,-21,;; 1
_ . 1014p—+36747
2l =29+ =5 —o— )
e
fiir p = 3p, wird
338p, 4083

2o — 29+ S 5493781

p—T1
S { .alg
von den Divisoren der Zahl ,‘7’2' ist bloss —1 zu brauchenj also
pi—H =—1,p, =8, 2= —8,y=20L
E. Nach der Formel
— d_l pl_'_ﬁ o @ s - 2 2
naw = m—+h g s S, = T h (—adi=-f))-
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Ist A, das grosste gemeinsch. Mass von Aund v, welches letztere
i der obigen Bedeutung (D) zu verstehen ist, so hat man nach
. : S s n*D h >
§. 8 siimmtliche zuliissigen Divisoren von T das ist
oy /!
h,S1 : lster v i L
von = mit v zu multipliciren u. s. w.
v

6. Exempel:
¥ = 126225282 264 — (92-+10)*~+(152--14)(32+26),

X £ 14 276
D— 6490.1] -13, "F=ﬁ’ Y= .jnf;.’
25p+47T
] 94 L2 X
152 — 14-+24 pﬁ—_—]26 :
fiir p = 3p, wird
99, C
162 — 14-*—8-23;;1';1{5‘-)-, St L 8.5%.11.13;
—
1
unter den Divisoren von 7};2” findet man als passend —2 und
95, daher
N'="110:""275
i == 2y |
x = —10, 2

y.— 84, 36,
F. Nach der Formel
ot 2rp+f 4] i
W = ‘P?{)I—ﬁr, , St= ot da,r*~+f*. . .[4] in §. 11.
7. Exempel:

Y* =5400*—T8x—110 — (220+8)*-+T(4w—17) (2a+1),
1

D=4.9.7.967T, 2= —_ y=—--, und
il —8p—309
2e— — 14 p2¥_mj

multiplicirt man beide Seiten mit 3 und hebt den Brueh dureh 36
30 wird

|
? i

. —16p, —103 4D I
bt‘z—-_;}-.’...__P! ‘l_—=7 5 =1
B Gl
pp=—4, =T, y—=164
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§U 10,
II. Berechnung gebrochener Zahlen fiir p, durch
Kettenbriiche.

Kommt fiir p, eine ganze Zahl nicht vor, so suche man da-
s v ! — N
fiir einen Bruch — , und verwandle zu diesem Ende|/e in einen

2w

Kettenbruch, was am schnellsten nach Tenners Methode
geschieht, die im niichsten Exempel dargestellt ist. Findet man
unter den Nennern der vollstindigen Quotienten (in der VL Ver-
ticalreihe) die Zahl » oder ein Vielfaches, etwa das gfache vonz
und ist ¢ ein Theiler von D, so setze man die diesen Nennem
entsprechenden Niherungsbriiche, welche Auflosungen von

; ; ; B
v*—aw® = —-n beziehungsweise = —+g¢n sind, fiir p, (=I) n
die Formel VIII, oder die Werthe yon » und w in X ein. Kiimen
jedoeh in der VI. Colonne weder » noch ng, wohl aber die Fac-

toren von » ( = kL. ..) vor, o berechne man aus den diesen Fac-
toren entsprechenden Nithrungsbriichen die Auflosungen der Glei-

; v
chung v?—aw? = ~+kl. .., und mache mit + — den Versuch.
w

8. Exempel:
yt= 1992+ 970—20 — (T2 + 8)*+ 3(ba—4)(102 +T7),

; - 7 S, 31p—908;.
D = 3.84453, x:_l_()’ y:m, 1(,?;L'=—7—k2r17:1—'9§
| T 19 e 14.+14:91/3’ Tl =18
14 % 14=199 — 3 3
9 1 13 169 30 10 Tde A8
2 7 7 49 150 15 10 e 1
16 8 6413 9 141;1 e e
2 4 10 100 99 11 15 e

Heutrds

In der 1. Verticalreibe stehen unter 14 die Nenner der Kett®
und unter VI die Nenner 0 der vollstindigen Quotienten, welehe
Zahlenglieder der Gleichungenv?— aw*= Nsind, wo das Zeichen—
{iir die an den ungeraden und — fiir die an den geraden Stellen

vorkommenden Nenner zu nehmen ist.




Berechnung der ganzzahligen Wurzeln ete. 363

14 9 2 1 2 ...die Nenner des Kettenbruches;

14 127 268 395 1058 e : :
R0 19 28 15 .. .die Ndherungsbriiche;

die Bruchglieder des zweiten sind die Auflosung der Gleichung
' = 199w*+-10; fir p— 12! wird @ =—763 und nach IX

. : 31
1 §. 518ty=_‘L‘(2)—7(—763+110)—%)=

—10760.

9. Exempel:

Y= 1240* + T2+ T = 2 [(202—13)" + (3960—19) (4o +3)]

16
3 28 —14p—149
D:——‘ i IO e c— — P et — —_———
3.701, & = Y= 4,4:3,— 34 124

§=16D; unter VI steht an der finften Stelle 12, ein Factor
Von §, der fiinfte Nitherungsbruch p — — %17—2 maeht 2 = — 787,
4 =8162.

I 124 IV
i 3
7. 8
R 11
iz 9
il 12

10. Ex empel:
V=460 417, 394 — (262 +14)* —5(14a +13) (92-+8);

142
D=9.5.5189? {L‘:—g’ y:——H.,
—142p—38bH1
143’:‘*134—2—1‘%{%‘13&?, 8§,=2.49D;

A4S dem dritten und sechsten Niherungsbruche findet man die
Aullisung. der Gleichung v*— 461w*— 14, nimlich w—3, v —20;

e 20
fiir P= 3 wird = = 409, y = —2743.
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15 (o ) |

(e Ny

1 3

3 1

1 6

1 )

2 2
8 D —lb4p;448"

= — —_—— d(":—

Oder: = = 5 Y g 2 8+ — 16 —

L : :
der zweite Niherungshruch ist T er lost die Gleichung

vk —46w? =3,
also entspricht der Gleichung

vi—4b6w?* = 9, w=14, » = 95;

fiir p= ?D wird = —13556, y = 91972.
§. 20.

Ist @« = p*«, und der Bruch in VIII durch p* gehoben; £0
hat man |/a, in einen Kettenbruch zu entwickeln und diesen mit
Riicksicht auf §,, zu beniitzen.

11. Exempel:
y? = 31?4 36820—697 = (2Ta+43)*—2(Tx+-19) (272—+67);

: = 67 648
D=64.17203, o — — oz, y = — oo

3 2710 I 351 M

2w — — 6716 2220 g HD, | 18 .

P T i hal o p
p = 18 entspricht nicht; ebenso wenig der eilfte Niiherungsbruch
(an der eilften Stelle in VI steht auch 27).

: oz @pligils
Fiir p = 3p, wird 27x = —67-+24 ]8*'5-’-—..———;
r Ps P2 39

1

8, =38.8.17293,
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IE s A
3

=

: 1
| T
4 . 1

fir p, =— %":’i e .54(;9 (der dritte Niherungshruch) wird
@ = 43103 203039
: ol 3.306. - . 67, 648
y = 807544 3803944 — 19 (203039—0—;:ﬁ) =
nach IX in §. 5.
§. 21.

m . = 5 ’
st # =~ und kommen in der VL. Spalte weder », noch ein
n

Multiplum, noeh die Factoren von  vor, so suche man fir a
¢inen Bruch, dessen Nenner auf eine dieser Arten in der VI. Reihe
repriisentirt ist.
Nach IV ist « = —ap—+a,, f# = mp~+f, und nach VI:
B\
(e*—a):n  ap*—2ep—+y’
ligst man hier p die ersten Glieder der natiirlichen Zahlenreihe,
eventuell auch die der harmonischen Reihe (Schluss des §. 2)
mit heiden Vorzeichen durchlaufen, so kommt man hiufig auf
einen solchen Werth von
[my m
% (:F e )y
1 1
dass der Nenner n, in einer der oben bezeichneten Weisen in der
VL Colonne vertreten ist.
12. Exempel:

¥'= 2940+ 3Tl ~+ 120 = 26— (142 +5) (21w~ 19),

D=_49.71, .tyz_.li’li, a=—14p, B——5p+5,
L B5pt—10p—19. I 294 VI
gormy 14p*>—21 PP ibiee il b
6. .. 25

B e
e ———
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fiir p=— 2 wird
e el 28, 15 und
T —p— a1 Bi= un
: _ —3.284b5.15 9 S —18p,+91
Y b e SR T
fiir p, = 17 (der erste Niiherungsbruch) wird o =8, y=148.
il iD 70 o  10p-+161
Oder: o —= — 11, y_ﬂ’ 14 —“—-J—Fl‘-.l:*m"‘
10p+23 1 =5
—bH42— i , 8, =—2.71 o 9
22
py=—7 (der dritte Nitherungsbruch) 1 i i 3)

aus der zweiten Periode) macht 2 = 8.
13. Exempel:
y* = 6372?4575 = (2bw+-5)*+2(30—Dbb) (22—DH),

D=—4.5*.7*.13.23, == 5:?— a=— 3p+25, p = bdp-+5,
5bp*+-10p—10 1 _=x OB 5
S gy e as SRS e
b > 40 . 260 i I 637 YL
a0y By =i op o N
L —b0p,—637 4e s
el e B aceaialll
3 101 D . :
fiir p, e (der zweite Niherungsbruch) wird o= 1235,
y = 31170,
8. 29,

Wenn a = p*a,,

il .

r— j”f- und » prim gegen p. ist, in Folge
dessen der Brueh in VIII durch p* nicht gehoben werden kann
(§. 9), so ldsst sich die Theilbarkeit dadurch herbeifithren,
dass man die Congruenz —np—o,=0 (mod x) nach p auflost,
hierauf « = —np—+«, moglichst nahe an |/« bestimmt, dess-
gleichen B =mp--f,, die Differenz (aa—+ p)*—(aa*+ ba—+-¢)
durch na—m dividirt und aus dem Quotienten die neue p-Func-
tion bildet.
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TIm letzten Exempelist 637 = 72,13 » = %, & ——2pn—19b,

f=5p—+5b; also —2p+25 =0 (mod 7), daraus p=Tg+2,
o=—14¢+21, B =3bg+15, fir g=—=0 wird «=21, B=15,
(21w +15)*— (6374*+-575) = —14(14a*—4bx + 25); dividirt
man dieses Trinom durch 22— 5, 5o ist To—> der Quotus,

b 210 42p+637
e R und 73_5+10v§m—_
6p,+13 —\
5+10 51— 8, = _10.13,23

pi—13
I €
3 3 Vi fitr p, = 1;3- (der fiinfte N#herungshruch)
1A 3 wird @2 = —1235.
105 3
1 4
1 1

§. 23,
Il Berechnung gebrochener Zahlen fiir p, mittelst
Gleichungen.

Fihrt auch der Kettenbruch nicht zum Ziele, was bei An-
wendung der bisher gebotenen Mittel (darunter §. 21) gemeinig-
lich nur dann eintritt, wenn «—1 ein Quadrat, oder wenn die
Losung der Gleichung I in ganzen Zahlen unmdiglich ist, 8o muss
man zur Aufstellung von Gleichungen schreiten, welche die Form
vt = aw®N. . -(1) haben und in ganzen, theilfremden Zahlen
aufloslich sein sollen. Wire « = p?e, und der Bruch in VIII
durely ».* gehoben worden, so sind Gleichungen von der Form
v = a0+ N' zu construiren,

Fiir ¥ und N! ditrfen versuchsweise nur Jjene Factoren von S
'éSpective S, in steigender Ordnung gesetzt werden, welche nach
den in §. 18 angegehenen Regeln gebildet sind. Auch darf fiir N
keine unter Va liegende Zahl genommen werden, welche unter
denNenner der vollstindigen Quotienten (VI. Verticalreihe, §. 19)
fehlt, weil sonst (1) in relativen Primzahlen unmoglich wiire.
Dasselbe gilt fiir ! beziiglich |/ a,.

Jede in dieser Rechnung vorkommende unbestimmte Glei-
thung des zyeiten Grades ist hinsichtlich ihrer Moglichkeit in
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ganzen Zahlen der Probe aunf die quadratischen Achterreste ihrer
Seiten zu unterziehen, und bei Gleichungen von der Form T ist
im vorhinein zu untersuchen, ob das Zahlenglied ein quadratischer
Rest des grissten gemeinschaftlichen Masses der zwei andemn
Coéfficienten ist.

Ist in T 4 von Null verschieden und »* = ww*—+N. . .(1) in

: ; e ) J
relativen Primzahlen méglich, so muss ¢? — ww?- v 8 auch sein

(§ 14); ist aber h =0 und (1) moglich, so miissen noch drei
dhnliche Gleichungen in relativen Primzahlen auflislich sein, weil
sonst (1) unbrauchbar wiire (§. 16).

Die Auflsung der Gleichung (1) kann im Miglichkeitsfalle
auf zweierlei Art erfolgen.

1. Fir v — az—r wird.

rt—N
L

wEk — a4 2rz-

1

von den 2u incongruenten Wurzeln der Congruenz r*=N (moda)
setze man die ersten p. Wurzeln fiir » in die letzte Gleichung ein,
wodureh ein System von p unbestimmten quadratischen Glei-
chungen entsteht. Fiir jede der letzteren finde man mittelst der
Achterreste, welche von den Formen 8n—(1, 3, 2, 4, 0) die
Unbekannte z haben kann, und ermittle hieranf durch Versuche
eine soleche Zahl fiir z, welche einer dieser Gleichungen Genige
leistet. Dabei versuche man fiir z nur solche Zahlen, yon dencn
das hekannte Glied ein quadratischer Rest ist, und meide Sub-
stitutionen, bei denen eine Primzahl in zwei Gliedern potenzirt
im dritten aber singulir vorkiime.
2. Man berechne aus der unbestimmten Gleichung
A* = qf*+N(a*—a)...IV,ex 1878

fiir einen beliebigen Werth von « jenen von f mittelst des Satzes
A = az-+»r auf die eben angegebene Weise, bringe hierauf dié
Gleichung (1) auf die Form I, und bentitze, falls es noch niithig
wiire, eine p-Funetion.

Ist die Gleichung I, in der / auch Null sein kann, in ga-ﬁﬁ.e“
Zahlen miglich, so entgprechen jedem ganzzahligen « unzihlige
ebenso beschaffene B (wegen III), und ist a—a?* eine Primzahl
und ein ganzzahliges [ gefunden, so liefert die Form 1l fiir
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wenigstens Fine ganze Zahl. Um aber fiir £ eine ganze Zahl zu
finden, ist es rathsam, die Gleichung

K* = ad*+D(a*—a). ..V ex 1878

beziehungsweise die obige unter IV, nicht auf Grund willkiirlicher
Amnahmen mittelst Division ihrer Glieder durch Quadrate ab-
amkiirzen, Wiirde trotzdem eine dieser zwei Gleichungen in
ganzen Zahlen unmoglich, so ist auch I unaufloslich. Dieser Vor-
gang wird mithsam und abschreckend, wenn der Werth von 2
weitab vom Ausgangspunkte der Versuche liegt, daher man letz-
tere nicht ausdehne, sondern lieber mit Verzicht auf die Primzahl
filr « eine andere, etwa solche Zahl setze, fiir welche «*—a eine
der ersten in der VI Verticalreihe stehenden Zahlen oder ein
Multiplum einer solchen wird (§. 19).

Lisst sich ein Werth von 3 nicht leicht finden, so bediene
man sich, wenn 4 nicht Null und ¢ nicht gross ist, der Gleichung

L* = eA*+D(BP—c). . . VI ex 1878
und setze hier fiir g nur Theiler von ¢. Hatman L bestimmt, so wird

a nach der Formel

L

2¢

berechnet. Tst 5 — 0, so hat man die einfachere Formel
A* = eca*+a(fP—ec). . .1V, ex 1878

0 bentitzen und fiir [ Divisoren von ¢ zu nehmen.

Endlich kann man versuchen, die Gleichungen V respective
LV; ex 1878 auf die im letzten Absatze des & 16 angegebene
Weise in Rationalzahlen zu losen.

Von den die Gleichung (1) befriedigenden Zahlen probire
an nicht nur Bin Paar in der Formel VIII oder X, sondern man
versuche einige innerhalb der ersten Periode liegenden Werthe
Yo a und v, ehe man weiter geht.

Die hier angegebenen Methoden fithren iiberraschend schnell
‘- Auflosung der Gleichungen oder zu einem Kennzeichen der
Unmiglichkeit einer Lisung in ganzen Zahlen.
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§. 24.
14. Exempel:
Yyt = 1942* - 632+479 — (bar—21)*~—(132+-2) (132-+19),

. 2 283
D= —5.73547 » = _ﬁ’ Y= ”W’
AR —566p—+43 |
!‘l 130 = —2+ W, lJ
L

l I 194 VI |
1 25 |

| 28 e <2

12 2H

1|0 1

streicht man nach §. 14 den grosseren Factor in D, so sind +65
die allein moglichen Zahlenglieder; also

v? = 1942165 — (14w—+1)*—2(w—2) (w~+16)
und » = 29, respective 223 ;

=i

diese Zahlen entsprechen nieht. Also

v?* = 194w*— 65 = (14w—+1)*—2(w+3) (w~+11), v = 41

B2 Sy S

beziehungsweise 153 ; fiir p — — 471 oder % wird
: = —83 oder 1121, y = 1154 respective 15616.
: Nach §. 21 ist fiir
| 2
: ’b‘:—l—j o= —13p+b, f=—2p—21,
4 e 2P HA2p—19
i T 3P {0p—13°
? fiir p = 1 ist
o 5 6p—+1083
Ef -Tz§,a=—8,;3=—23,y:§,2;3:5-‘#-28—12:—1'9—4"?
;‘h S, =—2D, p= —14 und 14, » — —83, respective 1121,
Iﬁ Oder:
ﬁ' K= 19—1;\3_.0(95’-.__‘194), ey 14? e 194_._\2___735470’ i
| K — 194z-+r, A* = 194221-176:+-3831, v — 11, A=1T1, |
1! K=2222, =8, y* — (142-4-8)*—(20--5) (w--83)-
it
|
'
I

&
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15. Exempel:
y' = 290221992 —123 = (1b2+9)*+(he—12) (132-+17)
H—tlil S AT
In der VI. Reihe stehen lauter Einser.

12 225 - 90p-+1591
G ) i also 5z — 12+0--?€m}

vt = 290w*—4015 = (1Tew—+7)*+(w—+16) (w—254);
v = 265, respective 4325;

260 4326

Si _— 5D’

f\.i —_—— nr
iir p 16 951 wird
@ = —4 respective —H0188, y = 61, respective
4325 0 ¢ 12 Qabiind iloie ti

Die Gleichung
0¥ = 2901* 4015 — (1Tw—+-16)*~+(—T7) (w—DbH3T)
fiihrt auf p = I—E_j,é , =43, y= 138, Die #quivalenten Glei-

chungen v% = 290w?+5.227 leisten dasselbe.

§. 25.
IV. Gleichungen, die in gebrochenen, nicht aber in
ganzen Zahlen mglich sind, nebst den betreffenden
Kriterien.
1. Exempel:
y* = 113a*+4602-+22
1 4 61
die Achterreste der Constanten sind 1, 4, 6; fiir
v =8nt(l, 3,2,4,0)
lisst die vechte Seite der Gleichung beziehungsweise die Achter-
Teste +3 » =2, welche Zahlen quadratische Nichtreste von 8 sind;
folglich kann o keine ganze Zahl sein.

2. Exempel:
y* = 182*+-21la—13;
der Techtsseitige Dreierrest ist —1 , ein Nichtrest von 3.
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3. Exempel:

Y  ="T192*+240+2, D= —D6, F* = T9A*—D6(*—T9),
fiir ¢ = 9 wird das Zahlenglied —112; da 79 ein Nichtrest yon
4 ist, so muss durch 16 dividirt werden; also K* = 79A*—7,in
ganzen Zahlen unmboglich; somit existirt hier kein ganzzahliges f
und nach §. 23, Absatz 2, auch keine ganze Zahl fiir a.

4. Exempel:
¥ = 1012*+-19 = (2+-5*)+-2(102—3) (ba—+-1);
o 24p—101 :
~ p®—101"
streicht man 19 und 101 nach §. 16, so bleibt fiir das Zahlenglied ¥

bloss 10, womit sich keine in ganzen Zahlen mogliche Gleichung
bilden Iisst.

by = ~-1 S, = —2.19.101 .5%;

b, Exempel
y* = 17002 +-1342+4-69 = (112+-8)*+(Tx—Db) (Ta—1),

- 1 67 67p—+639

= 4 13.557, 2 ==, 4 —- r = 142 ——=

D 4.13.557, a T Y i) Ta 1+4-2 Pz_]'(o'
8o — —-2.13.657 .47:

nach Wegfall von bHT7 hat man die Gleichungen
¢? = 170w T(T, 2, 13, 26),

welche insgesammt unmoglich sind, weil 7 ein Nichtrest, jede 1
den Klammern stehende Zahl aber ein Rest von 17 ist.

6. Exempel:
Yt = 14522 +-200—19 — (102—+1)*+5(32+2) (Ba—2);
S — 242 zjg’:ﬁ“, 8, = 3%.2.5(571);
streift man den eingeklammerten Pactor ab, so konnen in Betracht
kommen: ¢* = 145w?® = 15, in rationalen Zahlen unmiglichj
und »? = 145w?30 der 8-Reste wegen in ganzen Zahlen
unmoglich. .
7. Exempel:
y? = T92%— 14 = (B0—+-2)"+2(Ta+3) (ba—3),
19p-+237

b = 3-+2 70 8y =5*.4.(7.79)




Berechnung der ganzzahligen Wurzeln etc. 373
loseht man 7 und 79, so bleibt
o = T9w?+10, A* = T9f*+10(a*—T9), 2 =9
und durch 4dividiren: A?* = 798% 45 in ganzen Zahlen unmoglich.
8. Exempel:
y*=T92"+7.2399 = (102~+53)*—(32-184) (Tx—T6);

113]_p+b()04b 9.779.2509);

(= Tb-12 79

hier kommen in Betracht:
v =N TET (1502 Tl hiNi—= L]

ist wegen der VI. Verticalreihe und N = —14 laut 7. Exempels
unhranchbar;

o =T9w*+49, 0 =0,v =17, w =14 Pl?9 e
hier soll V ein 7faches sein; N = —7 und —14 sind aber un-

mliisgie; endlich

02 = 79wt 98

w = 7, ?= 65,
9;;,,—!—79
), P—19,

auch hier sollte IV den Fzmtm‘ 7 enthalten, was unmoglich ist.

w — T14 , 8 = —4.719),

9. Exempel:

Y = 192°4-2192-+129 — (110+8)*—(62—+b) (To—13),

: 13 199 398p—-3H87
B:,_".L r=—, x = 15 i
3.2399, & = =y ===, Ta = 18- 19

§=3. 7%.(2399);

die Auflésungen der Gleichung v* — 79w?*+21 entsprechen

nicht; die #quivalente Gleichung »* = 79w*—+-7.2399 ist laut

]3 Exempely unmdoglich, daher ist I in ganzen Zahlen nicht zu

Osen.
10. Exempel:

YP=192*1-3.2399, A* — T98*+3.2399(«>—79), & =9,
A* =T9BR+-6.2399, 6.2399 — —6.—2399, also

1 H
_\T — 7915?*6 und 51 — 3’, -"-\| = g;
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ferner
AY = T98'—2399 und §,, — 15, A, = 124,
somit nach dem letzten Absatz in §. 16
49 D65 i 5 D6bp--3871
e 3 A 3 und 33 — 49-4-2 pjz—'fﬂ =3,

§=—4.3%19.2899);
in den Gleichungen »* = 79w*F3 (1, 2, 3, 6) sind die Zahlen-
glieder 3 und 6 wegen der VI. Verticalreihe unzuliissiz; 9 und
18 fiihren zu Auflésungen in relativ zusammengesetzten Zahlen;
folglich gibt es fiir £ und o keine ganzen Zahlen (8. Absatzim §. 25).
11. Exempel:

y? = 38622+ bH382+193 — (102+-9)*+-2(112-+T) (132-+8),
o 29p--257
=2 A4 s =) e
D 4.2137, 11z = P—386
8, = —2.11%2137);
da »* —=386w* =22 in rationalen Zahlen unmbglich sind, so gibt
es keine ganzen Zahlen fiir .

12, Exempel:
y* = 291a* - 1150+461 = (140—11)*+(ba—+17) (192--20);

gty Lo BB6p—9319
D— 1721811, bo = —17+ st

S = —b*. 17*%1811);
fiir V= 85 und —85.1811 findet man unpassende Werthe fiir p,
und fiir N = —5.17* eine unmogliche Gleichung.
Nun bilde man nach §. 17 eine p-Funection, deren Nenner
den Factor 172 nicht enthalten darf,

K* —291A%—17*.1811(a*—291), fiir « = 17, K = 17k,

A = 17d wird k* = 291d*+-3622; fiir k= 291z~ wird

2180 r—179, 115
291 ’ B—21, 45

fiir » = 79 wird das Zahlenglied —12-21 — 9, somit filr 2 =0

d* = 2912*4 2ps—124

-

d=3,k=179, K = +1343, f = th und
)

9y* = (Blar—+-17)2+(62—193) (32—20),
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42p+-705 ,
pt—291 7
hier ktmnen bloss die Gleichungen v* = 291w*-+51 aufgestellt
werden, welche in Rationalzahlen unmoglich sind.

somit 3x = 2017 S, = —17.9(1811);

13. Exempel:
y* = 267a*+-532+10 = (62—2)*+-(1T2—+-2) (13z+3),
D— _31.241, 1827 — —3+- ."‘_82871’:855,
pE—257
§=—13%.241(31);
da in der VI. Reihe lauter Einser stehen, so kann nach Wegfall
von 31 der Nenner XN, nur — 13.241 sein. Ist v* = quw*—1 in
ganzen Zahlen miglich, so sind die Gleichungen »* — aw?®—+N in
ganzen Zahlen zugleich moglich oder zugleich unmoglich. Also
v? = 25Tw*-3133 — (15w+-30)*+(8w—203)(4w—11) und

28042827
" 257
der zu bildende Nenner N' muss durch 8 theilbar sein, denn
vy = 25Tw?-4.241 ist in theilfremden Zahlen der 8-Reste wegen
nicht moglich; N' darf aber kein Vielfaches von 16 sein, weil
sonst fiir den néichsten Hquivalenten Nenner (§. 15) nur 4 ver-

bliehe. Somit

v = 25Tw?+8.241 — (15w, +16)*+8(2w,—19) (2w, —11) und

26, < 1149 DU g o804 9T);
da die eingeklammerten Zahlen ausser Betracht kommen, und
fir den niichsten dquivalenten Nenner 8 zu reserviren ist, so
bleihen fiir den ersten Nenner bloss 8 oder 16 tibrig, mit denen
keine in relativen Primzahlen auflosliche Gleichung gebildet
werden kann. Die erste (tleichung ist somif in ganzen Zahlen
unmbglich.

Die im theoretischen Theile dieses Schriftchens entwickelten
Sii,tzg) ermoglichen sonach eine rasche Auflssung unbestimmter
Quadratischer Gleichungen mit zwei Unbekanntenin ganzen Zahlen,
Wie auch die Ermittlung von Kriterien fiir die Unmoglichkeit einer
solchen Lisung,

dop =114 5 8= —064.241.(13.257);

8i c
izb. d. mathem -naturw, Ol LXXXII. Bd. I Abth. 25




