Praktische Methode zur numerischen Auflosung unbestimmter
quadratischer Gleichungen in rationalen Zahlen.

Von Prof. Adolf Kunerth.

Setzt man in der vollstindigen Gleichung Ax* + Baz - C:*
y — (Bx + E)

+Dx—+ Ex+ F = 0 die Unbestimmte z — 50 , SO
nimmt sie nach vollzogener Reduetion die Form
Y* = ax*+bx +c (I)
. u—~o . .. : :
an, und geht fiir x = 5 1D die Gleichung w* — 4ay* + b*—4ac

iiber, an welcher sich die Moglichkeit ihrer Auflosung in Rational-
zahlen auf die bekannte Weise untersuchen liisst.

I[st eine solche Losung moglich, so kann der rechte Fliigel
der Gleichung I aut beliebig viele Arten in einen Ausdruck von
nachstehender Form verwandelt werden:

Y = ax*+ br+c¢ = (ax+ L)+ (yx +0) (ex + &)  (II)

und jede solche Transformation liefert zwei Werthe fiir a, aus
denen sich andere finden lassen. Die griechischen Buchstaben
bezeichnen ganze oder gebrochene Zahlen.

Sind x:g und :;;- zwel bekannte, die Gleichung I

befriedigende Werthe, so gestaltet sich diese fiir y = » und

o0 = — m nach Eingetzen jener Briiche also:
o T & |
— = |a.— | oder r = ma—+nf (LLT)
P

und aus dieser unbestimmten Gleichung konnen die Unbekannten
« und 2 und hierauf aus II ¢ und ¢ bestimmt werden. Zu jedem
rationalen « gehort ein eben solches £ und umgekehrt; weil
aber fiir m, » und r unzihlig viele Gruppen von Zahlen existiren,
so entsprechen, wenn man letztere drei Griossen unbestiinmt

n
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sein liasst, jeder fiir « oder 2 willkiirlich gesetzten Zahl un-
zahlige Werthe von (3 respective «, und dieser Umstand er-
moglicht die relativ leichte Auffindung irgend eines solchen
Werthes und damit die Losung der vorgelegten Gleichung.

Soll jedoch die in II vorschriebene Transformation aus-
cefiihrt werden, ohne einen entsprechenden Werth von @ zu
kennen, so bringe man in II das Glied (a2 —+ [3)* nach links, und
weil in der so geformten Gleichung

(a—a*) &® + (b—20p) @ + (¢—f*) = (y& + 9) (c@ + &)

die linke Seite ein Product zweier linedren Factoren werden
soll, so muss ihre Determinante ein Quadrat sein; also

(()—2&5)2___4 (a.—-a:“z) (c——ﬁa) — X
oder
A* = 4 (aB*—bap + ca?) - b*—4ac (IV)

eine in ganzen Zahlen mogliche Gleichung, weil (III) eine
solche 1st.

Schreibt man hier D fiir *—4ac (die Determinante in I)
und schafft das zweite Glied —ba3 weg, was aut zweilerlel1 Weise
geschehen kann, so folgt

flr =m0 | KA D (o) il )
2a
und
fiir o« — —L_;)_bﬁ . L* = ¢cA*+ D (3*—c) (VD)
2¢

Diese zwei Gleichungen sind wegen der Beschaffenbeit von
(I) und (III) fiir jeden rationalen Werth von o respective {3 in
eben solchen Zahlen moglich, was sich auch aus ihrer Form und
den Beziehungen von « und ¢ zu D ergibt, welche aus der in
canzen Zahlen moglichen Gleichung (IV) sogleich zu ersehen
sind, wenn daselbst erst « und dann 3 gleich Null gesetzt
werden. Zu jedem Werthe einer dieser Variablen gehoren un-
zihlige Werthe der in K respective L steckenden zweiten, von
denen man einen oder den andern, er mag eine ganze oder eine
oebrochene Zahl sein, mittels einiger Versuche aus (V) oder (V1)
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oder aus einer der Gleichungen findet, die sich aus diesen zweien
ableiten lassen.

Wihlt man zur Rechnung die Gleichung (V), so 1st der
Grosse « ein solcher Werth zu ertheilen, dass «*—a moglichst
klein, oder eine Quadratzahl, die auch ein Bruch sein darf, oder
ein Multiplum eines Quadrates werde, zu dessen Bildung auch
D beitragen kann; durch dieses Quadrat, etwa 2* dividire man
mit Einbeziehung von « beide Seiten der Gleichung V, welche
dadurch, wenn wir hier « von dieser Division unberiihrt bleiben
lassen und

K=k, A=A, D(a*—a)= Af setzen, in k* = ad*+f (VII)

iibergeht.

Das Abkiirzen durch A* hat nur den Zweck, die Rechnung
in kleineren Zahlen zu fiithren; weil aber durch die Annahme
des gemeinschaftlichen Factors 2 in den Grossen K oder L und A
die Losungen der Gleichungen (V) oder (VI) in theilfremden
Zahlen ausgeschlossen und dadurch die Chancen der schnellen
Auffindung eines entsprechenden Werthes vermindert werden,
so kann, falls die Achterreste eine Losung 1n ganzen Zahlen als
moglich erscheinen lassen, D keine grosse Zahl und A einzifirig
1st, die Division durch A* auch unterbleiben, oder erst dann
successive durch die quaadratischen Factoren von A* erfolgen,
wenn das Suchen nach relativen Primzahlen fruchtlos sein
sollte.

Dieses Verfahren empfiehlt sich besonders dann, wenn «
oder ¢ negativ und daher die Anzahl der in ganzen Zahlen etwa
moglichen Liosangen von (V) oder (VI) eine begrenzte ist; in
diesem Falle durchforsche man den ganzen Zahlenraum, in
welchem Waurzeln der Gleichung liegen konnen, wofern dies
nicht zu viele Versuche erfordert.

Beziiglich der Gleichungen (V) und (VI) ist noch zu
bemerken, dass, wenn die Gleichung, aus welcher sie gebildet
wurden, in ganzen Zahlen moglich ist, zu jedem ganzzahligen «
unendlich viele eben solche 3 gehtren, aber nicht umgekehrt;
denn alsdann ist
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und (III) geht In » = ma—+ [ iiber; da m und »r unzihlig viele
Paare ganzer Zahlen bezeichnen und fiir jedes solche Paar der
Grosse o jeder Werth aus der natiirlichen Zahlenreihe, positiy
oder negativ genommen, ertheilt werden kann, so entsprechen
jedem ganzzahligen « unendlich viele eben so beschaffene
Werthe von £ und somit auch von X = 2ap—0b«; dagegen darf
fiir ein besonderes Paar vom m und » der Werth von £ nicht
willkiihrlich angenommen werden, wenn « und dem zufolge auch
L ganze Zahlen werden sollen. Es 1st daher die Wahrschemlich-
keit, mittels der Gleichung (V) eher auf ein ganzzahliges K zu
stossen, grosser als die, mittels (VI) auf ein ganzzahliges L, und
insofern gebiihrt der Gleichung (V) der Vorzug; doch kann in
besonderen Fillen, wenn (V) den Dienst versagt, wie auch wenn
¢ negatly oder Kklemer als « 1st, es vortheilhatt sein, sich der
Gleichung (VI) zu bedienen.

Um die Losungsversuche mit kleineren und passenden Zahlen
zu machen, setze man in (VII) £ = az +» und bestimme fiir die
so erhaltene Gleichung

r*—nh

(

d* = az* + 2rz + g

die Werthe von » aus der Congruenz »* = h (moda); von den
2. Wurzeln derselben setze man blos die erste Hilfte fiir » in
die letzte Gleichung ein, und untersuche in jeder der so ent-
standenen p Gleichungen, deren Reprisentant

d* = az* 4+ 2rz—+p (VIII)

1st, mittels der Achterreste, welche von den Zahlenformen
2n—+1, 4n—+2, 4n die Unbestimmte 2 annehmen diirfe, damit
das letzte Trmom eine Quadratzahl werden kionne; dabel sind
auch in Vorhinein jene Zahlen, als fiir z ungeeignet, auszu-
scheiden, von denen das Zahlenglied p ein quadratischer Nicht-
rest 1st.

Hierauf gebe man der Variablen z in jeder der p. Gleichungen
einige aut emander folgende zuldssige Werthe, und wenn keiner
derselben ein Quadrat erzeugen sollte, so behandle man irgend
eine dieser p Gleichungen — die iibrigen sind gemeiniglich
nicht mehr noéthig — in der eben dargestellten Weise, um sie
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auf die in (II) stehende Form zu bringen, d. h. man suche fiir z
einen Geniige leistenden Bruch.

Dieses Verfahren ist so lange fortzusetzen, bis man auf
eine Gleichung (VIII) kémmt, die sich mit einer durch Probiren
zu findenden ganzen Zahl losen lisst, was selbst bei vierziffrigen
Coeftficienten, wenn nicht frither, so nach dem dritten Trans-
formations-Versuche eintreten diirfte.

Ein weiteres Fortschreiten in den abgeleiteten Gleichungen
erweist sich der etwas miihsamen Recursionsrechnung wegen
nicht als vortheilbaft, sondern es ist, wenn man auch fiir z,,
nicht alsbald auf eine ganze Zahl stossen sollte, der Grisse «
respective 3 ein anderer Werth zu ertheilen, oder die Gleichung
(V) mit (VI) zn vertauschen, oder endlich aus dem Systeme
jener u Gleichungen eine andere zu wiihlen. Jede dieser Ver-
anderungen wird von Erfolg sein, da sie neue Gleichungen
schafft, von denen eine oder die andere in ganzen Zahlen
gelost werden kann.

Eine solche Wendung in der Rechnung, die bei Gleichungen
mit grossen Constanten zuweilen nothig 1st, verursacht librigens
weit weniger Miihe, als die Auflosung einer einzigen quadra-
tischen Congruenz, deren Modul eine grosse Primzahl enthilt ;
in diesem Falle wird die directe Methode von Lagrange praktisch
unausfithrbar, wihrend der hier angegebene Vorgang auch bei
siebenziffrigen Primzahlen bald zum Ziele fiihrt.

Bei diesem Verfahren ist man der Auflosung quadratischer
Congruenzen ganz iiberhoben, sobald « oder £ einen von Null

verschiedenen Werth erhilt. Anstatt namlich den durch die

L
Substituti - |
Substitution A = az -+ r entstandenen Bruch ——— durch Lisung
7

der Congruenz »* = h(mod «) in eine ganze Zahl zu verwandeln,
kommt man mittels der zu (V) gehorigen Formel
K~ ab

i 5 oder K = Zafl—uab
a

auf die Gleichung az +r = 2apf—ab, welche sofort die geloste
Congruenz r = —ab (mod a) licfert, und aus dieser einen Wurzel »
findet man die etwaigen andern durch Vereinigung lineirer Con-
gruenzen. Hat man aber K = Ak und k£ = az +r gesetzt, so ist
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a\z + i = 2af—ab, somit ir = — ab(moda). Wiirde endlich
bei der Abkiirzung durch A* der Coefficient « in die Division ein-
bezogen werden und in «, iibergegangen sein, in Folge dessen
k = a,z—+r zu setzen kiime, so hitte man aus der Congruenz
o= —ab(moda,) den Werth von » zu bestimmen. Uberhaupt
muss 2afZ—ab auf die Form a,Az+ Ar gebracht werden, und da-
bei » kleiner als a, sein; fiir die Gleichung (VI) gelten analoge
Regeln.

Nur wenn in (I) 6 = o 1st, muss Eine quadratische Con-
gruenz auf gewohnliche Art gelost werden.

Der Grund, warum von den 2p Wurzeln der oben be-
sprochenen Congruenz nur die erste Hiilfte in die betrefifende
Gleichung einzusetzen ist, liegt darin, dass zu jeder Wurzel »
in der ersten Hilfte sich eine Wurzel a—r 1n der zweiten Hilfte
findet; ist nun K = az—+» und man setzt hier z,—1 fiir 2, so
wird K = az,—(a—); aus dieser Gleichung erhilt man fiir X
denselben Werth, wie aus der vorhergehenden, wenn z, um Eins
orisser genommen wird als z, daher ist die zweite Hilfte der
Wurzeln iiberfliissig.

Mit dem gefundenen ganzzahligen Werthe von 2z ist die aus
Substitutionen und Transformationen bestehende riicklaufige
Rechnung durchzufiihren, wobei zuweilen fiir 8 oder « mit
kleineren Zahlen geschriebene Werthe erzielt werden konnen,
wenn man die fiir eine dieser Griossen eingesetzte Zahl negatiy
nimmt; Briiche sind fiir « und 2 eben so brauchbar, wie ganze
Zahlen.

Jede Abkiirzung in (V) oder (VI), wie auch in den ferneren
Gleichungen ist in der recurrenten Rechnung wohl zu beriick-
sichtigen.

Wenn in (I) &6 = o ist, wie auch dann, wenn « oder 3 gleich
Null gesetzt wird, so bediene man sich der eintacheren Gleichung
(IV), denn in beiden Fillen gehen (V) und (VI) nach vollzogener
Abkiirzung in (IV) tiber. Letztere Gleichung hat fiir 6 = o die Form

A* — af®—+c (az—a) oder A* = ca?+« (ﬁz—”c)- (IVI)

7. ., m ;
Mit jedem bekannten Werthe von 2, etwa mit —, lassen sich
n

beliebig viele andere finden, indem man aus (III) « und 8 bestimmt,
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hierauf in der Gleichung aa®—+ bz + ¢ = (aw + p)*+ (nwx—m)
(ew+¢) das Quadrat auf die linke Seite schafit und diese dann
durch naz—m dividirt; der Quotient s+ ¢ liefert die Wurzel

¢ : : | :
x — — — und #ndert sich mit « und . Setzt man in (IIT) £ und
3

— ¢ statt m respective »n, so ergeben sich neue Werthe von a.

Die Wirksamkeit dieser Methode und die dabei zu beob-
achtenden Vortheile moégen an einigen Beispielen ersichtlich
gemacht werden.

1 Exempel. y* = 331 a*+ 21193.

Das Zahlenglied ist eine Primzahl von der Form 8» —+- 1.
Nach (IV,) : A* = 331p*+ 21193 («*—331); fiir « = 18
wird A2 = 331 8*—148351; A =331z—+r, [* = 33122+ 2rz

r* + 63 . A
—+ 448 357 0 T = D4, der Bruch B =9, somit £* = 331 2*
+ 1082 +457; die Formen z = 4n + 2, 5n, 11x sind unbrauch-
bar; bis 11 gibt es fiir z keine Zahl. Aus der letzten Gleichung
folgt nach (V) : K7 = 331 A2 —0593404 (o} — 351); o, = 19,
K — 2k, A, = 2d,, durch 4 dividirt: £ = 331 d? — 4450530 ;
k, =331z, +r ; K, = 331(203,) —19.108 = 331 (23,—6)—66
— 2k,; somit k, = 3312, —33, [, —3 =2, und & = 5312
—662, + 13449 ; hier ist z, = 2n, fir z, =+ 2 wird d, = 121,
B, =95 und B*= (192 +9)*— (10z2+54)(32—38), daher z —

-+ ?}" p =z 137 und 9y* = (D42 —167)* 4 (21 & + 5316) (3 @
—+28) 1.
2. Exempel. y? = — 2266 2 + 21521, (1)

Das Zahlenglied ist eine Primzahl von der Form 8zn -+ 1.

1 Diese Transformation geschieht derart, dass man nach Bestimmung
der Grossen « und £ das Trinom (a—a?) a2+ (b—2af3)x—+ (c—f2) In das
Product (yx +-0) (ex + &) verwandelt. Ist 2 die Determinante des Trinoms,
die hier immer ein Quadrat sein muss, so setze man b—2af+n = 2p,
b—2afi—n = 2¢q und px--qx anstatt (b—2z)a, woraut die Verwandlung
des Trinoms in ein Product sofort ausgefiithrt werden kann.
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Nach (IV,) : A*= — 2266 *+ 21521 (a«*+ 2266); a*+
81 125
2266——7 7+GE—103 ')"—-a=22 somit o« — 2,7———2—'?
25 25
d, p= -, setzt man diese Werthe em und dividirt
durch 7%, 80 wird d~ == CUI2266/B21= 21521 = T RSN — )
- r*—1127
__ 99¢ WL B2 1990 R SO DI :
d = 22662 +r, B2 = — 22662*—2rz + 9 5566
05 USRS U ) e
B'=+209" 185 3353 e tinas

B = —22662*—13782—200 . . ()
und
B2 = —226622—17902—344 . . (4);

hier kann z keine ganze Zahl sein.

Aus (3)folgt nach (VI): L2—=—200A2 +4.21521 (57 + 200);
B, =5, p?+200=15% L, =301, A, = 3d,; einsetzen und
durch 30* dividiren:

= —2d?>+21521; |, = 22, +r;; L, = 200(—2a,)+9.1573
— 2.302, +30.1 = 307, somit , —2z,+ 1 und &?= —2z;—22,
+10760; d, = 2d,,, z, = 2%,,, durch 4 dividiren: d*® = —22>"—z,
20905 v, — —ln und 2z, = 3n sind auszuschliessen; fiir
z,, = — 10 wird d,, = 50, z, = — 20, I, = —39, L, = — 1170,
40): , 143
O %3; nimmt man aber f, = —95, so wird «, = IOd;
also folgt aus (3): 1002 = (1432 +50)*—(6072—+ 150) (407=
150 110 . :

-+ 150) und z = 107’ daher B, = 107 — % weil (2) mit
(1) 1dentisch 1ist.

3. Exempel. y* = 199 2*—229 x + 434.

Nach (V) : K* = 199A*—293023 («*—199); fiir a =13
folgt:
K* —= 199 A* 4+ 8790690; K = 1992 +7r;

§ 1
r*—64 pitis

3 hils 2 5 |
A* = 199 2% 4 2rz—44174 T
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somit A* = 1992*+162—44174; 2= 2n—+1 und z> 14; fiir
z— — 15 wird A =19, K = 2977, 8 = O und

y* = 169 r*+ 2x—7)(1bx—62).

Fiir « = 14 wird K* = 199A*-879069; K —= 1992+,
r*—86

199 '
K=199(2p)+ 14.229 = 199 (23 + 16) + 22,

A* — 199 2* +— 29rz—4417 4

somit »r=22, 28-+16=2 und A?%= 1992*-+-442 —4415;
z — 4n + 2 1st unbrauchbar; z=4, fiir z =—+9 wird A = 110,

e ; und 4y* = (282 —"7)*+ (6 2—241)(22—1).

4. Exempel. y*= — 11 2*—63 x + 131 (1)

Die Determinante D = 9733 ist eine Primzahl.
Nach (V): K2 = —11A*+ 9733 («*+11); fiir a = 1, K=2F,
A— 2d Wil‘d:

k* — —11d2+29199; [l llz-—i—?', (= ]1(—-—-2ﬁ)-1—165 —=
11.22+8=2Fk, also k = 112z -+4, eingesetzt: d? =—112*—82
+2603; 2=4n+ 2, fir 2 =+ 6 wird d=47, k = 70, K= 140,
140—1.63 (e
o=— 2(____11-) LA und

4y* = (22 —1)*— (4o +25) (122—19).

Hitte man oben o*+ 11 — * gesetzt, so wire o« = D, y=—06,
also K = 6k, A = 64, durch 36 dividirt:

k= — 11d*—+ 973 (2)

k=1llz—+r, K=11(—28)+5.63 =11.62+18 = 6k also
k= 112+ 5, eingesetzt: d* = — 11z*—06z-+884; hier darf 2
keine ungerade Zahl sein: somit d = 20, 2 = 2¢ und durch 4
dividirt: 6* = —11&*—3¢+ 221 e¢ine in ganzen Zahlen unmog-
liche Gleichung; also nach (VI):
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L2 = 221A%+ 9733 (B — 221); B, =18, L, =2, A, =2d,,
durch 4 dividirt: & = 221 d; + 9135, {, = 2212, +r,

2 9 2 ATy Ti_g
d? = 22123+ 2r,z,—44 T
r, = 3, 83| o B TR
B— 0, 35| somit d? = 2212%+ 6z, —44
und
d; = 221 25+ 1762,—9;
in dieser Gleichung wird fiir 2, =—1, d, =6, [, =133, L, =266,
o — % und 40* = ({+30)*—(15¢+4)(3¢(+4), also { = -—-%,
3 (S 86 i k—63 ..
Gt = 5 und d = hine 2y, well fiir x = - 59 die
Gleichung (1) in A* =—11(2y)*+ 9733 iibergeht, die mit (2)
identisch 1st; somit y — 4—,%, = 134; fir k£ =+ 7,9 wird
' 3 3 5
S, M)
A = 3.
D. Exempel. y* = 7499 x* +- 8501 & + 2661 (1)

Die Determinante D = — 7552355 =—=—5.1510471; der
zweite Factor diirfte eine Primzahl sein. Fiir « = 0 1st nach (IV):

A* — 7499 (28)*—T7552305; A = 74992+,
eingesetzt:

2 S6
(2B)? — 49922+ Orz i 1007+ =202

7499 °

durch Losung der Congruenz »*—+ 862 = 0(mod 7499), deren

Modul eine Primzahl ist, findet man » = 1002 und B = 134;

somit (2p)* = 749922+ 20042+ 1141; 2=4n 1st auszu-
509

schliessen; fiir x =—6 wird 28 = 509 und p = o)

Fihrt man hier, obschon es nicht mehr nithig ist, die
Transformation aus, so folgt:

4y? — 5092+ (22— T7) (14998 2 — 35491).
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Leichter geht die Rechnung, wenn man in der nach (V)
gebildeten Gleichung K* = 7499 A*—T755235) (a*—T1499) o = 87
sefzt; da i1st «*—7499 = 70; fir K = Dk, A = 5d {folgt nach
Kiirzung durch 25:

k* = T499d* — 21146594; k = 749927,
r*—9586

—_ 2 E2N? >£
d* — 1499 2° + 2rz + 2820 + 7109’

K = 1499 (25)—87.8001 = 7499.52—5.937 = Ok,

-~ also r = — 937, eingesetzt:

d* = 1499 2*— 18742+ 2937;
r = 2n—+1, dn, 9n sind unbrauchbar; bis 10 findet sich keine
Ziahl fiir z. Also nach (V)
K? = T499A% —4.14.1510471 (a?—7499); fir «, = 37 befindet
sich im Zahlengliede der Factor 28*; also A, = 28k, A, = 2384,
und durch 28* dividirt:

k* = T499 d* — 7552355 (2)
k, = 14992 +r,, K, = 1499 (2p3,)—87.18714 =
— 7499.282,—28.1002 = 28£,,
somit k, = 14992, —1002; eingesetzt:
d; = 149923 — 20042, +1141;
z, darfdurch4 nichttheilbarsein; fiir z, = + 6 wird d, =509 =2y,

k,—8501
2.7499

weil die Gleichung (2) aus (1) entsteht, wenn dort # =

gesetzt wird.
Wiirde davon abgesehen die Rechnung fortgesetzt werden,

so finde man &k, = 43992, K, = 1251776 und fiir e, =-—37 1st

¥ 2
B, =93, also d* = (872—93)*—14(2—204)(52—2); 2= 5
e 10213, K— 10313, f =50 und

y* = (8Tax+D0)*—(3br—23) (22 + 7).




