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Neue Methoden zur Auflisung unbestimmter quadratischer
Gleichungen in ganzen Zahlen.

Von Prof. Adelf Kunerth.

g 1
1. Hat man aus einer unbestimmten quadratischen Glei-
chung fiir  die Gleichung
Ap*~+Bp—+C I

ap*~+-bp--e¢

gefunden, so lassen sich aus derselben die ganzzahligen Werthe
von @ ermitteln, falls solche vorhanden sind.

In diesem Bruche, welcher die p-Funection heissen mag,
bedeutet p eine unbestimmte rationale Zahl, die anderen Bueh-
staben aber bezeichnen gegebene ganze Zahlen. Hiitten die
Coéfficienten «, b, ¢ einen gemeinschaftlichen Factor m, so mul-
tiplicire man beide Seiten der Gleichung mit m, worauf von den
ganzzahligen Werthen, die fiir ma gefunden werden, die durch
m theilbaren die gesuchten sind. Es kann daher angenommen
werden, dass die Coéfficienten im Nenner keinen gemeinschaft-
lichen Factor enthalten.

2. Hitten « und A den grossten gemeinschaftlichen Divisor

n, 80 dass @ = na, und 4 =n4,, 50 setze man

i
=24

n

p

dann wird

2 _ A" +Bg—+Cn

g.c[rjz-l; hg—-cn

und «, ist prim gegen A,.
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Es konnen somit in der obigen Gleichung « wnd A als
relative Primzahlen angesehen werden.

3. Wire ¢ ein Theiler von ¢, oder wiirde nach vollzogener
: A (] e
Abkitrzung der zwei Briiche — und — der letstere mit einem
. (4

kleineren Nenner geschrieben als der erstere, so setze man in
der obigen Gleichung

S
P E
und es wird
__ Cg*+-Bg—+-A4

eqi—+bg—+a ’

wodurch die Rechnung in Kkleineren Zahlen gefiihrt werden
kkann.

4. Nun schaffe man mittelst der Substitution
qg—b
e =
1 2a

das zweite Glied des Nenners weg: dadurch geht dieser in

1

a(q*—b*+4dac)
4_{,2

und der Ziahler in

1 :
3 (Ag*—24bg+20Bg—+ Ab*—2ab B +4aPc)
g2 /A /i

iiber, und setzt man 24h*—4h* anstatt 4b2, so folgt nach ge-
schehener Reduction
A(r;g-—('izﬁ—i--?(nB—--Ab)(q—b)—i—élr.rzfj
7 g+ A SR Lt et

al(g*—0b*) -J.—alru:j i

5. Im Allgemeinen haben Ziihler und Nenner dieses Bru-
ches implicite den gemeinsehaftlichen Factor 44® was gogleich
hervortritt, wenn man daselbst der obigen Substitution entspre-
chend g—b = 2ap und q—+0=2(ap—+0b) setzt; da wird der Ziihler

= 4rr2(Ap2—|— Bp+-C)
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und der Nenner
= da*ap*+bp—c).
Multiplicirt man II mit «, so wird im Neunner der Factor 4«

. "y . 1l
verbleiben, und denkt man fiir ¢ einen solchen Brueh — gesetat,
u:

ey .
dass der Nenner ¢*—b*—+<dae sich in — verwandelt, so wird aus
w
dem Bruche in IT eine ganze durch a theilbare Zahl.

Es ist somit

2(aB — Ab) [_q—h)fi{ri[lrfi(,'g (.'._.4)

M=ot 0'.2'__({}2——4"('}
oder
o g Kl AD e 2B d)
q*— (b*—4ac) /
oder kurz: A TilE
=4+ dq+l \
7*—yg

ot 5 ; 4a ;
6. Fiir jeden Werth von ¢, der ¢*—y = —; macht, wird der

1w

Bruch in III eine ganze Zahl D, A+ D wird ¢in Vieltaches von
a und somit @ eine ganze Zahl. Letzteres wird oft erreicht,
wenn sich fiir den Nenner ¢*—g ecin Bruch %{; finden lisst,
dessen Bestandtheil & im Zihler von [II als Factor bereits vor-
kommt oder dann auftritt, nachdem daselbst fiir die Variable ¢
ein enfsprechender specieller Werth eingesetzt wurde. Es wird
spiiter gezeigt werden, wie sich aus 4, f; g jene ganzen Zahlen
finden lassen, die fiir & versuchsweise zu setzen sind. Dabei ist
aber zu bemerken, dass nicht jeder Werth von ¢, welcher den
Bruch in IIT zu einer ganzen Zahl macht, auch # in eine solche
verwandelt.

7. Fiir specielle Werthe yon ¢ kann der Nenner g*—6* dac
in III den Factor 4 verlieren und eine blos durch 2 theilbare
oder auch eine ungerade Zahl werden, was iibrigens den Gang
der Rechnung nieht #indert. Der Factor a aber kann in diesem
Nenner nicht verschwinden, einen cinzigen sogleich zu ervrtern-
den Fall ausgenommen. Denn wiirde sich filr einen speciellen
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Werth von ¢ der Factor « 1im Nenner ¢* —b*+4ae verlieren, so
miisste dies auch im Aquivalente dieses Nenners 4a(ap*—+bp—+c)

geschehen, was hier offenbar nur fiir p= — eintreten konnte.
s

Setzen wir fiir p diesen Brueh in I, so folgt nach Wegschaffung
der Nenner
Ar*~-Bars—Cu?s*

)
252

ar*—-bars—+ca

da hier der Nenner den Faetor a enthiilt, der Zihler aber nicht,
weil ¢ prim gegen 4 ist, so kinnte & keine ganze Zahl werden,
falls ¢ im Nenner des Bruches [II verschwiinde.

8. Enthiilt @ aber einen quadratischen Factor »* und ist 6
durch » theilbar, so wird sich fiir ¢ = ur dieser Factor »*
Bruehe III aunch fiir ein unbestimmt gelassenes » heben, wie aus
Il zu ersehen ist. Wire ¢« = »* und § durch » theilbar, so wird
« aus dem Nenner dieses Bruches hinausfallen.

Dieses nothwendige Vorkommen des Factors ¢ im Nenner
des Braches 111 ist von besonderer Wichtigkeit.

im

9. Haben £ und ¢ den gemeinschaftlichen Factor #* und ist
d durch n theilbar, so lisst sich der Bruch in IIL fiir ¢ = nr
durch #* abkiirzen; denn fiiv = nd, f'= n*y, g = n*y wird

%

2 I

( HEGr—-n*y

ar = 4 +———;
TeptEs 0y ?

also
i
i} ]
t A+ - 2 5
p—

10. Ja selbst in dem Falle, wenn ¢ den Factor » nicht ent-
hilt, withrend 7 dureh » und ¢ durch #* theilbar sind, kann die
Abkiirzung durch »* stattfinden, nachdem man beide Seiten der
Gleichung 111 mit » multiplicirt hat; dann ist

dnr—+nw
any — An —- e iy i
nEE—nty
oder
dr—o
any = nd + ey
P
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Es lisst sich demnach die Gleichung IIL immer so gestalten,
dass fund ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, dessen
Quadrat ein Theiler von g ist.

Diese Abkiirzungen haben auch dann zu geschehen, wenn
d, f oder g gleich Null sind.

11. Durch diese die weitere Rechnung bedeutend verein-
fachenden Reductionen wird der Factor « im Nenner yvon III
nicht beseitigt; denn fiir ¢ = nr wird

nr—2>0 8

2a 2a’
setzen wir diesen Brueh fiir p in das Aquivalent der rechten
Seite der Gleichung ITI, d. i. in den Aunsdruek

a(Ap* -+ Bp—+C)

ag.#—l—bpf'c

50 kommt nach vollzogener Reduetion

AP+ 2aBs+4a*C
st 2hs+da

und weil s = 2ap, so enthiilt in diesem Bruche und daher auch
im Bruche III der Zihler den Factor 4¢* und der Nenner den
Factor 4a.
Auch die zur Gleichung ITL gemachte Bemerkung, dass fiir
= . 4a . 2a
solche Werthe von ¢, welehe den Nenner in —, resp. m 5,
w w
wh . . 4
w? oder — verwandeln, der Bruch in eine ganze Zahl D iiber-
w
geht, die um A vermehrt ein Vielfaches von « wird, behilt ihre
Giltigkeit, weil durch jene Abkiirzungen die Factoren ¢* im Zah-
ler und « im Nenner des Bruches III nicht verloren gehen; dabei
aber muss % einen schicklichen Werth erhalten.

)
g2

1. Ist die Gleichung III in ihrer einfachsten Form dar-
vestellt, so sind drei Fille zu unterscheiden:

Ist ¢ eine pusitive Quadratzahl, so ist zur Auffindung der
ganzzahligen Werthe von @ und y die Gleichung [ eigentlich
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nicht niithig ; denn alsdann lisst sich eine der Unbekannten un-
mittelbar als rationale Funetion der andern, und wenn dies nicht
angeht, als Bruchfunetion von p mit linearem Nenner ausdriicken.
Will man jedoch aus der Gleichung ITI die ganzzahligen Werthe
von @ finden, so zerlege man den Brueh daselbst in zwei Partial-
briiche, setze r,r:;-f;- und ermittle jene Werthe von » und a,
welehe @ zu einer ganzen Zahl machen. In diesem Falle, wie
auch dann, wenn eine Bruchfunction von p mit linearem Nenner
angewendet wird, ist die Anzahl der ganzzahligen Werthe von @
eine begrenzte.

2. Zur Begriindung dieses Verfahrens dienen folgende Be-
trachtungen: Es sei
dp—+f 1
= —
UpP—n® 24

'fM—e—/' _dl.u.l-_-/]
p_—Th 3, p—+h

und £ prim gegen A (§. 1, 10), so wird fiir

=

v w { dh—f  dh—f

— S|
v—lwe  v+hw)

Da » und w0 relative Primzahlen sind, so kiinnen die Nenner
der eingeklammerten Briiche nach Einsetzung der speciellen
Werthe fiir ¢ und » und vollzogener Abkiirzung nur dann ein-
ander gleich werden, wenn beide in die Zahl 2 iihergehen.
Wiirde nimlich

v—hw — mk und v-+hw = nk,
so folgt
k Lk
(= (‘;r—:—;*.tr\J 5 und w = {(7—m) on
wegen w prim gegen », kann £ nur einen der drei Werthe 2, k. 24
annehmen. Dem Falle £ — 2 stelit nichts entgegen, doch ist er
itherflitssig, weil fiir £ = 1 derselbe Werth fiir 22 erhalten wird.

Fitr £ = L miisste » = hr sein, wihrend / ond w prim gegen
b wiiren; dann wiirde
1

w '
W2 et — gt

r.’f; r-fw 1

T
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weleher Ausdruck offenbar in eine ganze Zahl nicht iibergehen
kann. Ebenso lisst sich zeigen, dass £ den Werth 2/ nicht er-
halten darf. BEs konnen somit die Partialbriiche auch nach voll-
zogener Reduction keine gleichen Nenner haben, mit Ausnahme
des entbehrlichen Nenners 2.

Be kann ferner die Summe oder die Differenz zweier redu-
cirten Briiche mit verschiedenen Nennern nie eine ganze Zahl
werden. Angenommen, es wire

i o

PRI

eine ganze Zahl, wobei @ prim gegen b, ¢ prim gegen d und

: ; be
b—=d ist, so wiire ad-—be = bdn und daher - 7 bn—a, was
: 7

nicht moglich ist.

Die Summe der obigen Partialbriiche kann somit nur dann
eine ganze Zahl werden, wenn jeder Bruch fiir sich in eine
sulehe tibergeht.

dp—+f

3. Hat man den Bruch — derart ahgelkiirzt, dass f prim
pr—h

}‘Z

gegen h ist, so kann in den Partialbriichen keine weitere Re-
duction vorgenommen werden als die, dass man beide Ziihler
dureh den vor der Klammer stehenden Divisor 2 dividirt; dies
ist aber nur dann zu thun, wenn beide Zihler ungeradgerade
Zahlen sind, weil sonst hravehbare Werthe von p verloren gehen
Kiinnten.

Sind beide Zihler gerade, durch 4 nicht theilbare Zahlen
11 Lk ) ol
sich die Werthe von p und o aus den Gleichungen

resp. 1,2, K, L... ihre Factoren, so ergeben

p—hw — 1,k ... 2,28 2. ..
v — Lkl Y e S

wobei die ohne 2 geschriebenen Zahlenglicder insgesammt un-
gerade Zahlen bezeichnen.

Da nun ¢ und w» ganze Zahlen sein sollen, 'so sind zur
Bestimmung ilrer zusammengehirigen Werthe nur solche Glei-
chungspaare zu brauehen, deren Zahlenglieder beide gerade
oder beide ungerade Zahlen sind. Weil aber mit den ungeraden
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Zahlen dieselben Werthe erhalten werden, wie mit den geraden,
indem hier kb eine ungerade Zahl sein muss, so kann man die
geradzahligen Factoren weglassen, was mitfelst Division der
Zihler dureh 2 bewirkt wird.

Wiire aber ein Zihler oder wiren beide durch 4 theilbar,
s0 miisste diese Division unterbleiben, weil sonst brauchbare
Werthe von p verloren gehen kinnten. Denn ohne Abkiirzung
kiime man auf die Gleichungen

v—hw = 2k |
vthap — 4k’

somit ¢ = k—+2k', eine ganze Zahl; mit Abkiirzung aber wiire
v—hw =Fk |
p-hw = 2k')

L
und v =—75— ein Bruch.

&

4, Exempel:

HpP+4-6p—06T 88p— 17Tt
o ]2 1 = aldel 3 =—0 |- 8p- ]_
Sp —14p—>5 3p —]4};———_
g+ .
tiir p = q — wird
e}
887+ 88
So—b =, =t
r; — 64

und flir ¢ = 4r wird

A 44y 11

P —— e lea

1 SR

somit

wl 99 i

P R e
L 8le—2w  p+-2mw)’
daraus
v—2w'=~(1, 3,9,11, 33, 99)
v—20 = Ll ]] il )

aus diesen 48 Gleichungen folgt
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v—2— B 33 — 59
v=2uw = 11 1 T T
= 17 37 =15
w= 2 — 8 20 10
s Lol —80 10
r— b —25 o 3]
il 1 24 3
P S I5 /5

siimmtliche Werthe von a.

8 3.

1. Wiire jedoch ¢ keine positive Quadratzabl, so multipli-
cireman beide Seiten der Gleichung IT1, welche, wenn aor-—4 =2

gesetzt wird, in

iibergeht, mit ¢; dann ist

f;f E‘ﬁ 1 -
G — ---j? g LV
' M=

und da zeigt sich, dass auch dieser Bruch fiir jene Werthe von
g eine ganze Zahl wird, welche den Brach III in eine solche

verwandeln.
R b, ;
Ist niimlich ¢ = — ein solcher Werth, so ist
w

. w(dv-fw)
et e

eine ganze Zahl, und weil » prim gegen w, so muss dv—fw durch

5 . A s v . - . y

v®—gu* theilbar sein; nun geht aber filr ¢ = — die Gleichung TV
w

fiber in
r['(h'—o—f-'w)
g, = ol el

v qu®

somit ist auch dieser Bruch und ebenso ga, eine ganze Zahl.
Aus LV folgt
fe—dg

gy — d - ‘12_{} ’
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und fiir g, —d =2, wird

sy dd ==ty v

9*—y

(8]

und dieser Bruch ist auch eine ganze Zahl, weil = eine solche
ist. Multiplicirt man diese Gleichnng mit « und die Gleichung ITT
in ihrer am Beginme dieses Paragraphen verkitzten Form mit £
so folgt:

2

ot = Eap e
dz :ﬂ{ d*q und e — dfgi:
g —yq J==4

subtralirt man die erste von der zweiten Gleichung, so ist

J dPg-+f* ;
foi—do=——5—— VI
Vir=l
Der Zihler dieses Bruches ist eine bestimmte Zahl, welehe
mit § bezeichnet werden und Stammzahl heissen mag, weil
ihr alle ganzzahligen Werthe von a entstammen; es ist somit

S = dtg—+* VII

2. Haben & und f einen gemeinschaftlichen Factor, so kiirze
man die Gleichung VI dureh denselben ab; dieser Factor ist
somit aus der Stammazahl wegzulassen.

5. Enthalten ferner o, f; g, den Primfactor », und zwar f
mindestens in der zweiten, ¢ wegen der bereits oben erwihnten
Abkiirzungen in der ersten und « in irgend einer Potenz, so ist
jedes ganzzahlige a -
theilbar.

. und z durch v oder eine Potenz von v

Denn esisei f =w2g, = viv, g = vy, s0 ist

VEGg—+4-v'D
e e

(et

ist ¢ prim gegen v, so ist @, ein Vielfaches der niedrigeren der
zwei Potenzen »2 und v7; fiir ¢ = ¢, aber ist @z, ein Vielfaches
von jener der zwei Potenzen v2 und v—1, welche den kleineren
Exponenten hat.

Weil ferner 2 = ga;,—d, so ist auneh z ein Vielfaches von v
oder v, somit sind @, und =z durch die kleinere der Zahlen v,
und y=—1 theilbar,
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Fiir = o sind @, und z durch v»—* und fiir f = o dureh v»
theilbar.

Finden sich nun solche Potenzen der Primzahlen v, v, v/, . ..
vor, durch weleche a, und 2z theilbar sind; so kiirze man heide
Seiten der Gleichung VI durch das Produet dieser Potenzen ab
und lasse dieses Product auch aug der Stammzahl weg.

Dureh diese Reduetionen kommt man anf den kleinsten
Werth der Stammnzahl, wodureh die weitere Rechnung bedeutend
vercinfacht wird. Weil aber derartige Abkiirzungen nur mit
numerischen Zahlen moglich sind, so miissen die Gleichungen
TIT und VI als Substrat des Folgenden dienen.

. e e v :
4. Setzt man in diesen Gleichungen ¢ — —, so wird
w

de—fw ;
= / et und fle—dy—
v —que?

e

”2_._.!/ !{‘2

107
da in diesen Briichen der Factor w? aul die Theilbarkeit des
Zihlers durch den Nenner keinen Einfluss hat, so darf letzterer
nur solehe Werthe annehmen, dareh welche der zweite Zahler.
d. i. die Stammzahl theilbar ist.

H. Man zerlege daher diese Zahl in ihre einfachen und zu-
sammengesetzten Factoren und setze, falls ¢ positiv ist, jeden
solehen positiv. und negativ genommenen Faetor dem Nenner
vP—guw® gleich, lasse hierauf w die Werthe 1, 2, 3, 4,... durch-
lanfen und sehe, fiir welche dieser Werthe »? eine positive Qua-
dratzahl wird. Wirde fiir w==# »* = {* (eine Quadratzahl),

: ke T ; :
somit v = -/, so k6nnten 7 oder — 73 fiir ¢ in III ein-

gesetzt, diesen Brueh in eine ganze Zahl verwandeln, wovon
man sich durch Einsetzen dieser Briiche in ITI tiberzeugen muss;
dabei gibt es fiir die Grisse von & und { keine Grenzen.

6. Ist ¢ aber eine negative Zahl, so diirfen blos die posi-
tiven Factoren der Stammzahl dem Nenner v*—guw® gleichgesetzt
werden; nun lisst man w in 1,2, 3,4, ... tibergehen, bemerkt
Jene Glieder dieser Reihe, welche fiir »® positive Quadratzahlen

e ; ) v -
liefern, und erprobt die gefundenen Werthe von = dureh Sub-
w

Sitzl. d. mathem.-naturw, Cl. LXXV. Bd, IL, Abth. 2




18 Kunerth,

stitution fiir ¢ in die Gleichung IIT; die Rechnung findet ihren
Abschluss, sobald gw?® gleich der Stammzabl oder grosser als
diese wird.

7. T Hinblicke auf die Gleichung IIT, welehe die Form

A=y
G = =

({8
annehmen kann, wird man fiir 2, nur solehe Werthe suchen, die
um A vermehrt, ¢ine durch « theilbare Summe geben. Wire etwa
m ein Faetor von «, so sind — wegen a prim gegen 4 — alle
durch m theilbaren w auszuschliessen, da sie blos solche @ er-
zengen, welche Vielfache von m sind.

8. Hitte s Nenner von III der Factor a vorzukommen
(8 1, 7), so ist dieser Nenner nur jenen Factoren der Stamm-
zahl gleiclizusetzen, welche durch « theilbar sind; die anderen
Factoren von S sind nicht zu gebrauchen.

9. Der Factor z muss aber im Nenner von III nicht vor-
Kommen, wenn er ein gemeinschaftlicher Theiler von a, 0, ¢ ist
(§. 1. 1) oder wenn ¢ durch ¢* und 4 durch « theilbar sind (§.1,7)
oder endlich, wenn die Gleichung III behufs der Abkiirzung des
dortigen Bruches durch «? mit « multiplicirt worden ist (§. 1. s
in diesen drei Fillen muss der Nenner in ITL kein Multiplum von
« sein; er kann es aber sein. Ist § durch « nicht theilbar, so
kann kein Nenner den Factor « enthalten.

10. Zu jedem Werthe von ¢, welcher @ in eine ganze Ziahl
verwandelt, lisst sich ein zweiter Werth finden, der dasselbe
bewirkt. Lost man néimlich die Gleichung

.'if,r-i—f'
i]','l - {]2—_([

nach ¢ auf, so ist

4= 3, (d+Y @A, 4geD). . );
wiire fiiv ¢ = n,
iy dn—+f

T “2__”

.

2y

hier diegen Scheinbrueh —

eine ganze Zahl, so setze man sie
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in die Gleichung 4.) und es folgt:

r/ﬁ."‘—_-_f!}qﬁ- (dn® »i—‘B/;.J ~dyf)

Py 2(dn—/")

somif
[rn—+dg
dn—f i

{h :'H, g'd —

diese beiden Substitutionen liefern fiir 2, denselben ganzzalli-
gen Werth; doch konnen ¢, und ¢, einander auch gleich sein,
wenn das Radical in A, Null wird.

Hat man fiir @ einen ganzzahligen Werth s gefunden und
setzt in IIT —p fiir 2, so dass

so lassen sich aus dieser Gleichung hiinfig zwei rationale Zahlen
fiir ¢ finden, welche wir mit ¢, und ¢, bezeichnen. Die vier Zal-
len ¢4, 49, ¢ ¢, geben numerisch gleiche Werthe fiir 2 und
mogen dquivalente Substitutionen heissen; mit ver-
inderten Vorzeichen in die Gleichung III eingesetzt, liefern
sie oft nene Werthe fiir a-.

11. Erstes Exempel.

Tp*=10p—3 16p—+-40
e -‘:‘:)2 /4 - oder dw =7 77 E‘P 5 =
spt—-2p—1 I —+-2p—1
; —
fiir p = 1 — wird

)
& e J_ (:')_({_—i—_lﬂ;{-

D= (4

s I

die Stammzahl

—22 162 104*

S 1.2

— 648 oder §= 1.2%.3%
somit v® — 22w* (3, 6, 9, 12,°18, 24, 27, 36, 54, 72, 81, 108,
162, 216, 524, 648).

: ; q—2
Hier wurde der kiirzeren Reehnung wegen fiir p nicht / .

- ]
A ’
sondern e gesetzt und dadureh die Abkiirzung des Bru-
; -
ches I durch 4 unter Einem vollzogen; und weil der Nenner

2 e
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in IIT durch 8 theilbar sein muss, so wurden die durch 3 nieht
theilbaren Factoren der Stammzahl sogleich weggelassen; da

. T+ ; ! :

ferner, wegen o= .+, die Zahl # — d. i. der Bruch in
e

[IT — kein Vielfaches von 3 werden darf, so igt auch dem w

kein soleher Werth zu ertheilen; nun lasse man w in 1,2 4, 5,
T,... fibergehen und bemerke jene Werthe von % welche

Quadratzahlen sind :

w 22 L2 q @y 3] P
1 22 16 + 4 —28 —7 1
25 =D o] H S A
49 + T o} b 2
2 88 (54 =+ 4
16 2 — 4 1 ==
100 + 5
196 el
13 =
169 2 e
4 352 g
5 5h0)
32
T 1078 1024 =it 3
. 8o

12. Zweites Exempel.

bp*++-6p—+ 27 28p-+-H6

bt o ——odetl 3xi= D 5~ F
3p*—2p+-D 3p*—2p—+H

fiir p = (‘H,_l wird

5 z ‘28(/—4— 196
J—d=ux, = q2+j1—.

S= 1%1 lt — 126 hier wird die Stammzahl durch
28 dividirt, weil d = 28 und f= 196 durch 28 theilbar sind,
und sie wird ferner dureh 14 dividirt, weil 4 und g den Factor
14 enthalten und in £ das Quadrat von 14 vorkommt. (§. 33).
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Auch hier sind die durch 3 nicht theilbaren Factoren der

Stammzahl wegzulassen, und fiir o ist kein Vielfaches von 3 zu
setzen, HEs ist sonach:

bt (3,6, 9,18, 21, 42, 63, 126) —14w".

w 442 T q Ty @ P

1 14 IRE WG 14
49 —T1 0

2 56 <

Da w kleiner als 3 sein muss, so gibt es keine rationalen
Zahlen fiir ¢ und p, welche @ zu einer ganzen Zahl machen.

Auf diese Weise lassen sich fiir ein negatives alle und fiir
ein positives ¢ beliebig viele ganzzahlige Werthe von @ finden,
{alls solche existiren, doch wird die Rechnung listig, ja sclbst
unausfiihirbar, wenn w grossere Zahlenwerthe erhalten muss.

8. 4.

1. Die in & 1. 7. hinsichtlich des Factors « ertrtete Eigen-
schaft des Bruches in III biefet ein Mittel die Rechnung auf den
Fall w = 1 zu beschriinken, wo ¢ eine ganze Zahl ist.

Liefert die Stammzahl § keinen brauchbaren Werth fir ¢
und ist « der grisste Factor von «, der im Nenner von III —
und somit auch in § — als Faetor vorzukommen hat, so setze
man mit Berticksichtigung der gnadratischen Reste den Nenner
v*—gw* = o eventuell = 2« und = =4z, wofern § dureh
letztere zwei Zahlen theilbar ist. Wiire keine dieser sechs (lei-
chungen moglich, so sind der Stammzahl in natiirlicher Ovdnung
Vielfache von « zu entnehmen und an die Stelle von « in jene
sechs Gleichungen zu setzen. Wiire «f ein solches Vielfache
so diirfen 2&8 nnd 4«8 nur dann verwendet werden, wenn sie
Theiler von § sind.

Fiir & = 1 sind die aunfeinander folgenden Factoren von §
als Zahlenglieder jener sechs Gleichiungen zu benlitzen.

Hat man auf diese Weise ¢ine in ganzen Zahlen mogliche
Gleichung gefunden — sie heisse die erste derivirte Gleichung
— 80 bestimme man fiir dieselbe die p-Function und suche
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aus dieser einen ganzzahlicen Werth filr w, dem' ein ebenso be-
schaffener tiir ¢ entsprechen wird. Sollte sich aber auch aus der
nenen Stammzahl kein soleher Werth fiir w ergeben, so bilde
man sich auf eine der oberer dbnliche Avt die zweite derivirte
Gleichung »* gw* = F«,... und setze dieses Verfahren so
lange fort, bis man auf ein ganzzahliges w, und v, kommt; dureh
Einsetzen dieser Zahlen in die p-Function der vorhergehenden
Derivirten findet man w, , und ¢,_; und durch weitere recurrente
Substitutionen schliesslich ein ganzzahlizes a,.

2. Kann ein quadratischer Factor von S in eine derivirte
Gleichung als Zahlenglied eintreten, so wird dadurch die Auf-
findung der zugehorigen p-Funetion erleichtert.

3. Kiime man auf eine derivirte Gleichung, welche mit einer
bereits vorkommenden Gleichung identiseh ist, so muss staft
jener Derivirten eine andere gesucht werden.

4. Ist man bei einer hiheren, etwa der dritten Derivirten
angelangt, so sind behufs der unmittelbaren Auffindung von w,
mindestens aus der Gruppe (—Fo, 7-2«, =—4«) alle zuliissigen
Gleichungen zu bentitzen und erst, wenn keine derselben ein
ganzzahliges w, liefert. ist von jeder der zuletzt behandelten
p-Functionen auf die néichste derivirte Gleichung iiberzugehen,
weil sich sonst in manchen Fillen (namentlich wenn ¢ eine
grosse Zahl ist) die Rechnung in die Linge zieht, und man ent-
weder fiir 2 nicht den kleinsten Werth findet oder eines der w
nicht ganzzahlig austillt ',

H. Auch kann es vorkommen, dass sich fiir die gegebene
Gleichung oder fiir eine der Derivirten die p-Function nicht
finden ldsst. Wiire * = ga®*~+k eine solche Gleichung, so setze
man y = gz—r; dann ist

. ki PR

a?t = g 2ry - ;

£ 9
wiire k=g, also k = gl-+-m, 80 ist
2
ri—am -

= gP-2ra—Il+ —— ... ()

! q G

i Fiir p-Funetionen welehe von Gleichungen abgeleitet sind, die
keine ganzzahligen Wurzeln besitzen, kounnen auch die derivirten Glei-
clinngen nieht in ganzen Zahlen gelist werden.
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da dieser Bruch in eine ganze Zahl » iibergehen muss, so suche
man aus der Gleichung % = gn-+m alle ganzzahligen Werthe
fiir , die kleiner als ¢ sind, d. h. man bestimme aus der Con-
gruenz 2 = m (mod. g) simmtliche Wurzeln der ersten Periode

und setze von diesen alle, die kleiner als ; sind fiir » in die

2
Gleichung (2); dies gibt eine Reihe von Gleichungen, von denen,
wenn fiir @ ein ganzzahliger Werth existirt, wenigstens eine fiir 2
eine ganze Zahl liefert. Wird fiir einen Werth von » das Binom
n—I eine Quadratzahl ¢2, so ist fiir 2 =0, # = e und y = 7.
Offenbar lassen sieh aus diegsen Gleichungen, in denen # positiv
und negativ zu nehmen ist, alle Werthe von a finden, wenn die
Anzahl derselben eine begrenzte ist, was fiir ein negatives g
eintritt.

[st ¢ eine Primzahl, so erhiilt man fiir » zwei Werthe, und
somit nur eine Gleichung mit der Variablen z. Hat z einen gris-
seren Zahlenwerth, so suche man fiir 2z die p-Function und aus
derselben ein ganzzahliges z.

Die Gleichung () nennen wir die der z-Funetion.

§. 0.

Auflésung von Congruenzen fiir einen zusammen-
ceosetzten Modulus.

y* = 109 (mod. 420) oder y* = 42024109 fire = 1 wird

y = 23, also y* = 420(@ — 1)+-529 = [p(r—1)—

, hierans

5 20p—+210

SRR [ e i
1 ! it
und fiir p= 2q
) B l- o
PR "’77‘2122) § —1052,
q

somit
= =1, 3,8, TS ).

Die Anzahl der incongruenten Wurzeln mnerhalb der ersten
Periode ist hier 2% — 16; man setze
1 3 i 7

n 7 i n
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und ertheile dem Nenner » die zwei kleinsten positiven und nega-

tiven Werthe, weleche obige ¢-Function in eine ganze Zahl ver-

By f5)
wandeln; so wird fiir ¢ = —

7
2o 2ln
g=1-4——— .n;
fiir n= 2 [ 5 =8
wird

3]
y— 107 317 103 SHiGE
Ebenso findet man fiir jeden der drei anderen Werthe von ¢
vier Wurzeln, welche hier in natiirlicher Ordnung folgen :

y— 23, 37, 47, 102, 107, 163, 178, 187, 233, 247, 257, 313,
317, 373, .38,, 507

s

1

1
Hat der Modul weniger Factoren, so geniigt es fiir » blos

den Kkleinsten positiven und den kleinsten negativen Werth zn

setzen,

o]

Das Pell’seche Problem.

1. y® = aa®+1; setzt man pa’+1 = (pa—+1)k so folgt:

9,
—2n
T = — “P und y = pr—+1;
pr—u
fir diese p-Funection ist § = 2¢ und wenn « eine Primzahl
srhane = bl T | v
bedentet, so ist § = 2; denn in diesem Falle 1st fiir p = —
' w
—Ppw
=
v?—aw?’

setzt man v* = aw®+2a, so muss »= av, sein; dann kKommt

w* — qv*,—2, und wire hier v, = m, w = n, 50 wire v = am
und
—r) ’
. —2amn ) Z
&= —mn. ,
2a b

Dann aber liefert die Gleichung »* = aw*—2 auch die Werthe

w — m und v = n, somit
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—2mn
==

T

wie oben: daher ist der Primfactor « in der Stammzahl tiber-
fliissig und kann weggelassen werden; also § = 2.

2. Erstes Exempel:

e 10922 +1, &= St |
Y= Jrt—+1, & m@,L—
v = 109w*—1.. .= 100w+ (3w—+1)(Bw—1),
hieraus
lUp 109
P 22109

Jw=1-2
S = 18 109 liefert kein w; somit

= 1090 *+3. .. = (11w, )*— 3(2w,—+1) (2w, — 1)
und

: llp ——109
2wl it s ihee

S, = 24-109 gibt nichts; also

;-‘i{ — 1”9-,:,:;?'--4. — {1Uu“32 == JH —;—z’)('htf—?)

Opyy—109 e
Sapr, W92 0P o - - Su = 36 109;
Pii—

hier wird 109+-12 = 121 = p?,

and fiir py,
vy — 2605wy = 918

— 1 st apyy =125
v, = 9932; w = 8615H2H, v — 8890182
=D, 1—10 424,455, lOU y — 158,070. (Hl,EHb 249,

Hiitte man

I 12 :lUUw!z— e ;5-2-—\—35(_6-”?.] —+ 1)(6?01 — 1)
resetzt, so kime

—10%
= oY
6w, = 1 i 2109

l

2163< 109 gibt nichts;
2

Qi e
.-H_]H.h(.” 2

% TFF 1 2(;.;3{,”_;_1)(2'311.'“ ~L 3t

& 5 01 —109
3wy, = 1—2 .;7'2—109
11 2
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S, = 216 x109; hierist 109—9 — 100 = ¢}, und fiir ¢;, = 10
wird
i T W= 134 . w = 851H2H }

By = 08,1 Rl 1399, © ¢ = 8800182

w

I

wie oben.

Hieraus ist zu ersehen, dass oft mehrere Factoren der Stamm -
zahl dasselbe leistens aueh kann die Zerlegung der Binome
aw?--b in den Derivirten oft auf mehrere Arten geschehen.

Wiire in der ersten Rechnung die zweite Dervivirte folgender
Weise zerlegt worden :

vt — 1080w 8 — (162, )*—3(Taw, -1 )T, —1),
s0 kiime
e 16p,—109

1—2 —+

Tw T
1 };]i — 109

und weil die Stammzahl hier kein ganzzahliges w, liefert, so
setzt man

o? = 109w?, + T = (19w,,)*—T(6w,,+1)(6w; —1)
und
. o 19py —109
im‘“:]—-f"'{g' 109
/TR R
S, = 504 109 flir 109--12 = 121 = p?, ist p;, — —11 und
Ll (O = ; :
e dort.
v, = g|4_, = 9532 )

¥

3. Ist fiir die Gleichung v* — aw®-+-0 dicse Zerlegung aus-
zuffihren, so setze man v* = dPw*-+(«—d*)w* b und die Defer-
minante —O(«—d*) = ¢* und trachte diese Gleichung nach ¢ und
« in ganzen Zahlen aufzultsen; gelingt dies und ist 4 positiv, so
bestehen die Gleichungen

b = mfP* und d*—ua = my*;

dann ist

ApE— 12,".2

m( P wt—pf?) = [dw--p(yw—pB)]?
und hieraus

"i_pz — ]'3 i

W :
YP*—-2dp—+ny
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oder
dp—=mey

e =—=A—28 ———=
Ju A—2 gpt--2dp—my

und fir p :1!;'4 wird
v

o dyg—u
qw = —2F —;f——- M)
qF—u
Fiir ein negatives b ist
—b = mpP, u—d* = my?

und
vt = dPwt (Pt —E*) = [dw—+p(yw—B)]*
und hieraus
dp—my
yp*—-2dp—my

] e R e
jin = p—2p

filr p = q;ff wird

wie oben.
4. Wiire a negativ, so wird

op dg—-u N)
Mittelst der Formeln M) und V) kiinnen nach erfolgter Zer-
legung jener Binome die p-Functionen sofort gebildet werden.

5. Ist obige Zerlegung nicht miglich, so gelingt es manchmal
eine bestimmte Quadratzahl abzunsondern;

ot = et~ (b—d*)—d* = a(wt—c*)-+d*,

woraus w, =—¢ und v, = d.
Fiir ein positives « ist

~ Ve P—{iw
w = w,—2 i
- pE—u

und flir ein negatives « ist

T et/ e P LSRR
W= Wy
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il i 6. Zweites Exempel

| AEY
. — 2vwe

7 — 331221 S =S = S =2
e s & = e 3 =
y 4 2 —331w?’ "

v? = 331w*—2 = (18w)*+-2(9w—+1)(9w—1)

18p—331" -« S :
9w =1—2-L 2", & _ 3945881 liefert nichts.
P =33
* = 831w 2+9 = (p,w,+3)
hieraus
bp, :
i w, :} I?] s 504, = b}

somit kann der Nenner dieses Bruches nur soleche Werthe
erhalten, welche Theiler von 6 sind. -1 fiihrt auf die gegebene
Gleichung; —1 ist unmoglich; —2 fithrt anf die erste Derivirte ;
-2 ist unmdglich; —3 liefert nicht sofort ein brauchbares Pys
-3 ist unmbglich, ebenso —6; somit bleibt blog -6 und da ist

pr —— 38702 ept=por s Wiaalg e oy

v}, = 331w} +06 = 625w 1— 06498 —1)
und

9
) },u” »:)] = : : o laiii]
Y | b, . S I 35 ( o4e> 0 i e N 0 s 37 e L

w, = 1-—2 T gy — L2 A3 — T —"324 = Pl

p‘i ==

fiir p,, — 18 wird W0 91 . — 455
5 aag o Uity — — - 181 4
v,y = 91 Biliiee: == B9y
fiis 3278 i w = 2900979 1
[ = —— WII'C s >
P = 155 » = 52778687

x = 153,159.067,894.476

Fe T L die kleinsten Werthe.
2.778,719.023,511.331 e

Wiirde man die zweite Derivirte so zerlegt haben ;
v, = 331w +9 = (166w, )?— (D% *—1)

80 wiire

R 1
0bw, = 1—= —ltmi—_)' ”_',w
p—3531

und weil S,, nichts gibt, so setze man

{4y e ] 2 o
= J.;Iro; .5h
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da gich die p-Funetion fiir s, nicht finden lisst, so sei

— 331 =,

11
daher
RUEE
7% —+4-DF
R 2, e Lol
W 3312+ 2rz—+
1 33
also
r* = — 5D (mod. 331);

da findet sich r, = 40, r, = 291,
Fiir r = 40 ist
wh = 381224-802—+5

und fir z = —1 ist w,, = 16, v,, =291, w, = 455 wie oben.
» nicht so leicht gefunden, so

Hitte man den Werth von =
wiire mit Zuhilfenahme der Determinante folgende Zerlegung zn

machen:
Wi — 1622 +-5(92+1)(Tz—+1) = [42—+p(Tz+1)]

und hieraus
205.7.7.11; 331—T7 = 324 = p*;

fir p = 18 wird 2 = —1, wie zuvor.
Wiirde man aber » = 291 gesetzt haben, so wiire

w?, = 33122+582z+256

=— 291 wie oben.

und fir z = 0 wird w,;, = 16, »,,
7. Drittes Exempel.

— 2w
1t SO Rl e N e
[/ oI =1, v = -
Y v *—39Tw*
v? = 39Tw?—1 = 36w +361w? —1 = (6w)*+(19*w*—1)

_ 6p—397 . :
19w — 1kz})f;7%7 ; 8, = 2.192.397 liefert nichts.

ﬂlz == 597'!(:!2—0—19 == téﬂlwl )2—19(8]1;;12—1),
S ddp =397

G, —1—2—"1 -
: p,—397

da auch §,, nichts bietet, so ktmmt




\
{ i L] a0 Kunerth.

pt = 397w —|- l._.ur”w —+3)% w = e § = 6,

Pu= 20) .

wy—40 , up=48951 , w 77

vy = T97, v, = 877696, © = 20478302982 und
o 094,239, 738,433.660
y:S b 17'»Hir]‘w(>l 4.649.

b 8. Setzt man bei diesen recurrenten Substitutionen jedes p
mit seinem eigenthiimlichen Vorzeichen in die zur Bestimmung
der » dienenden Gleichungen ein, so findet man die v schneller
als aus den derivirten Gleichungen, woselbst die Quadrate der w
be-rechnct werden miissen.
. Viertes Exempel.
ZON
R L st £
yt = 1281a*+1, v = ————
a : vt 1231u*
ot = 1231w +2 — (41w)*—2(15%s*— 1),
somit
: o Hp—1231
19w —= 1—2 — S
pi—1231

da die Stammzahl den Dienst versagt, so ist

v = 1231w 2—15 = 16w *+15(81w*—1)

hieraus
4p,—1231
p,2—1281"

U-u,- Je—2=

auch hier bietet §;, nichts Brauchbares; daber
_ = 1231w} +9 = (p,10,,+3),
hieraus
_bPu \ .

H.ll:'} lu})l ) 5 :t"
fiir p,, = 35 wird
3D w, = 41479, w — 4082H882727 |
v, = 1228, v, = 1455316, »— 1432400982351.

e

w=  58.479,034.523,501.622,751.177 | -
! y = 2,051.772,574.240,109.318,487.200 s Sl oot
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SRl

Wenn « eine zusammengesetzte Zahl ist, so setze man zur
Auffindung der ersten derivirten Gleichung den Nenner ‘P ——qaw®
den aufeinander folgenden Factoren der Stammzahl versuchsweise
cleich, bis man mit Berticksichtigung der quadratischen Reste auf
eine in ganzen Zahlen mogliche Gleichung kKommt.

Bei der Untersuchung der Gleichung v* = aw*~+b beschriinke
man sich nicht auf die drei Bedingungen ihrer Maglichkeit, son-
dern dividire auch noeh jede Seite durch 3 und 8 und sehe, ob
die Reste diesen Divisoren entsprechen. So sind die Gleichungen
p2 — 163w>—1 und »? — 163w?—2, obschon sie den bekannten
drei Bedingungen entsprechen, in ganzen Zahlen doch nicht
moglich, weil die erste Gleichung durch 3 und die zweite durch
8 dividirt, auf ihren rechten Seiten Reste lassen, welche diesen
Divigoren nicht entsprechen. Doch gewiilirt auch dieses Kriterium
keine Sicherheit, wie an der Gleichung ¢* = 101w*+19 erprobt
werden kann, indem sie allen jenen Bedingungen entspricht, und
in ganzen Zahlen doch nicht zu losen ist.

2. Erstes Exempel.

: i ‘:";1-”;
vt = 6104741, © = ————
s 4 22—06 1 Ow?®

S = 610 gibt kein ganzzahliges @, —
et — 61082 —1 = 529w+ (Blw*—1)

25p,—0610

e et s
¢ Ligg2 plz-—ijli_b

.S, =281.5.61 liefert nichts.
e 610w 2+9 = (pyge,+3),
hieraus

l"np” 3

- e Al sHb
p—6107 P L5

.DI

w, = — b

i ORI
fiir py, = 25 wind

w, =10 , w= 2909 , a=418005846
o =247, v = T1847, y = 10323982819
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3. Ziweites Exempel.

—Z2vw

Bl Qlimeacs b Bl e ATt L
= et T — ey o

§=2x91 gibt nichts; *—9lw* = —1, = +2,
sind unmigliche Gleichungen; -
v = 9lw?+14 = (21w)*—14(25w*—1)
-Jl l’]
Burusgibegealie 9 g
PR

fiir p, =9 wird
W= Gy
v =05 y—1h74

4. Drittes Exempel.

Sl — 2w
yt=81Tat+1, 2 =

p?— 31 Tw?

100391 ;

8§ =2.19.43; v* —81Tw* = —1, = +2 sind unmiglich;

i"-2 — 817!02—19

ist moglich, doch die Zerlegung schwierig; somit

¢ = 81Tz,
also
rt-19

wh = BT+ ————:
Bl

fiir 1 = BT wird der letzte Bruch = 4, also w =

=12, y — 343.

Andere Auflssung.

Y = 81Tt +1 = (3la)*— (1442 —

also
5 3_]_ p—317

Topdar wh R liecale
" pr—81T 7

y = 288 X 817 fir p — — 29 wird @ = 12.
9. Viertes Exempel.

9
s —2p (
E—T6a+1, o= i

Y

ST

)

1),

2y v

— HT7 und
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S = 19 gibt nichts.
Lo
2 (G351 : 2y
¢ = 19w +1, w=——+—
2107
: 9 —19
8, = 38 liefert nichts;
2 ( 2 B 2 97 2 < 5] (I'rl—l9
vy = 19w *—2 = w*+2(9w 2—1).. S, = lm"',ﬁ—_]_ﬁ;
11 ;

8y, = 3619 fiir

12 170
=%, ‘h:'ﬁ: Uiy 39
= w = 59

rl 13, »=170

l

wird

@ = 6630, . y=57799.

8.

o

Auffindung neuner Werthe der Unbekannten.

1. Kennt man fiir die Gleichung y* = az?—+0b zwei Werthe
von z, deren einer auch Null sein kann, so lassen sich mit den-
selben oft nene Werthe von &, und wenn & eine Primzahl und «a
positiy ist, in belichiger Anzahl finden.

Es seien @y, y, und @, y,, zwei Paare bekannter Wurzeln
dieser Gleichung, so ist die p-Funection fiir

W, p—ax
v — o —2 0L (),
Pzt x
() ; £ .
setzt man p — Ju , 80 geht (p) tiber in
L1y
o Uil &
& Lo~ Tl g, (4)

b
Der Annalime zufolge ist:
4, = aw®-b,-yf —.aat +0b,

und nach vollzogener Multiplication beider Gleichungen ist

22

2ai® 24 — ab(a, =t Y= h?
Yy V— Py = ab(w P25 b

1
oder

(.’h.”hl""'""’1"'[1_)(#1;'}’11_”""'1""1l.,] = Wla(x +af)-+-0];

ist b eine Primzahl, so muss einer der linksstelienden binomisehen
Factoren und somit aueh der Ziihler des Bruches in (4), welcher

Sitzb. d. mathem.-nawrw, Cl. LXXY, Bd, IL. Abth, 3
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diese zwei Binome repriisentirt, je nachdem man

. 1 1
p =+ Iun oder = — '—]”
i ]

cesetzt hat, durch 4 theilbar sein; in diesem Falle wird fiir @ stets
eine ganze Zahl und zugleich ein neuer Werth erhalten.

Wiire b jedoeh ein Product, so kann es vorkommen, dass
ein Factor von 6 in g4, w2y, der zweite aberin yy  —oww,
enthalten ist, und dann liefert jene Substitution keinen ganz-
zahligen W erth fir a.

In dieser Rechnung muss das zweite Glied des Nenners
p*—a, d.i. die Zahl « der Coéfficient von @* sein; wiire jedoch
die p-Funetion durch »* abgekiirzt worden, so miisste der Bruch
Y1 qureh v dividirt werden, damit der obige Satz Geltung habe.
HE

11
3. Erstes Exempel.
yhi= 11zt
da & = 0, 5o ist
9

TR eI TR EL Si= '-'-).
p—11 !

a0

. A - 1{1Es. 4
und fiir p =3 wird @y, =3, y,,=10; fiir p = 5 wird @, = 6V
]

i
und y,,, = 199. :
4, Zweites Exempel.
= B0x*—+91;
hier ist @, == 3, y, = 19, somit
( L8
o 19p 90

)
X=a—4a

S— 6091 ¢

P

(laraus findet man fir
p= —3 4 B- 6 i) 15
r= 11 1 b7l b, 11 1
y= Gl 15 29,889

Setzt man nun mit entgprechendem Vorzeichen

so kommt
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fiir p = ]]J wirl

Yoy — vy, = 19 11—30.3.1 = 119 durch 7 theilbar;
Yy Yy .:“ TG SR 0l O === |15 SR

aber es ist weder 119 noch 299 durch 91 theilbar.

Al

355
Fortsetzung.

1. Sind in der Gleichung y* = aa®*+b drei Werthe von
hekannt, so lassen sich dureh Addition und Subtraction der
gefundenen Wurzeln neue Wurzeln, und wenn « positiv ist, in
beliebiger Anzahl finden. Sind @y, y,, @y, Y, @5, Y, diese bekannten
V\'crlhe, §0 sefze man

_ Tl
T,y
in die Gleichung

i}' P—N’I
et i |
&= T 5 .

da folgt

q’hU}'g 3 If"t — 2% _'_'.i]
(y,—y3)%- JrU'—~—t°31

&$ =T,

oder
Yi\Ys Uy }-7-’!!'1( v —0—1,.)

Yol sty

X =a, —

(wy—=g)- ()

v —Fb
Aus den Gleichungen

Yoo = ("0 |
2 2 ( (%)
Yok = a0
folgt dureh Multiplication
(Yot ) (g s+ 0y ) = ab(2*+, J)+0r L (%)
und wenn man die linksstelienden Binome mit « respective » und
das rechtsstehende mit w bezeiehnet, so ist

: w—hv
we = e und u—+b = - ;
¢ bl

also r(u—+-0) = w—+bv, d. i
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v(u—+b) = ab(a,*+ ) 0P-by, b, =

= (-2 P b(u—+0)

und hieraus
(u—0)(0—b) = ab(@,—+a)k
das ist
(yys—a@s =)y~ aa,w, —b) = ablay,+ag)? (B)

somit
; r;.h('.f'z—!- .1‘71'12
Ul — (X ) — ——m—————
L L0 YoYg 1y —0
in (A4) substituirt:

(92 (Y 4s)— a (@ +2) [(Yplyy+ iy — b) ©)
! ab(a,+ay) ST

G£$=a

Aus (4) und (=) folgt bei obiger Bezeichnung
we = b(y, -y, —0b),
somit
o(u—+0) = byt +yt)—b* -y y,—+nbr,e, —
= b(yy+Ys )t —b(Yoyy— a@y5-+-0) = b(y,—-y,)* —b(u-+-b)

und hieraus
(n—+0)(v+-0) = b(y,~+y.)%,

somit
b(4y,—14)
Yolfy — Aty = —— 2 I3
(o : Yol gt t@ywy—=b
in 4) substituirt:
[ (at-y1a) — ey (02 [(Y Yy ay@y ) (@ +a, ) (D)
e N R T 6 T I\/2e7 8T g L (DY

1 Z \

b(Ys+Ys)

Vergleicht man diesen Werth yvon @ mit dem obigen in (C)
stehenden, so zeigen sich verschiedene Ziahler und Nenner; die-
ser Unterschied muss aber nach vollzogener Reduction ver-
schwinden. Zuvirderst hebt sieh in beiden Briichen der grisste
gemeingchaftliche Theiler m von @+, und y,—+y,, so dass fiir
+a, = mk und y,+y, = ml, die Nenner dicser Briiche in ak

&

ZplEsky
und /* iibergehen, wenn man vorliufig von 6 absieht; weil aber
k prim gegen / ist, so muss £ hinavsfallen und es bleibt « und 7

o
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Nun séi @ = pa, /= pi und « prim gegen %; dann miissen o«
und  sieh heben und beide Nenner gehen in p. iiber.

Enthiilt p keinen quadratischen Factor, so ist { durch p
theilbar; wiire aber p ein Vielfaches von v* — wobel v eine un-
gerade Primzahl bezeichnen soll — so miisste v? wegen der
Gleichung

Yoty = a(a,t—agd). (%)
aueh ein Theiler von y,-y, sein; denn wiire letzteres Binom nur
durch v theilbar, so miisste auch y, —y, und demzufolge y, und y,
durch v theilbar sein; dann aber wiren 4 und « Vielfache von v
and man konnte die gegebene Gleichung durch »* abkiirzen; so-
mit muss y,—y, den Factor »* enthalten. Zwar konnte beim Ab-
kiirzen von g,-+y, und ,~+a, der Factor y oder »* gich in diesen
Binomen heben, dann aber wiire die rechte Scite der Gleichung
= durch v respective v* theilbar, und y,—y, misste den Factor
43 respective v* ebenfalls enthalten, so dass nach erfolgter Ab-
kiirzung in / der Factor v* zuriickbleiben wiirde. s muss somit
7 durch jedes u, welches keine geradgerade Zahl ist, theilbar sein.

Wiirde jedoch g den Factor 2°# enthalten, so miissten und
simmtliche y ungerade Zahlen sein; y,-+y, wire dann durch
22—t und y,—y, durch 2 theilbar; kiime tiberdies in @, 4, der
Factor 2» vor, so miisste y,~+y, ein Vielfaches yon 27— sein,
so dass nach erfolgter Abktirzung der Binome y,~y, und a,—+w,
in / noch immer 22— verbliebe, und weil der zweite Factor im
Zihler des Bruches in (€) wegen der Beschaffenheit der Zahlen
a, by y,, y, ebenfalls geradzahlig sein muss, so ist der Ziihler des
Bruches in (€) durch 22 theilbar.

Die Briiche in (€) und (D) kionnen somit nach erfolgter
Reduction keinen grosseren Nenner haben als 6.

Ist 4 eine Primzahl, so wird wegen der Gleichung (B) @ stets
ecine ganze Zahl: ist b aber ein Product, so kann ein Factor von
p im Nenner zuriiekbleiben, und dann ist & ein Brach.

2. Da wegen der Form der gegebenen Gleichung die Werthe
der Unhekannten positiv und negativ genommen werden Kounen,
so reprisentirt das Binom a,~+a, folgende vier Verbindungen:

By =iy | Hy— gy —TyHgy — Xy —Xy,

und da ein Gleiches auch fiir y,—y, gilt, so ergeben sich fir d
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\. folgende acht Briiche:

-+ 3}.9'P!j‘i o Yo ls + Yo=Yy o .’fl!:yi

= Sl ’ VA SRR GREY
Xy— Ty — 0, £y =y

.IE—V—

mit denen der Versuch, einen oder mehrere nene ganzzahlige:
Werthe fiir @ zu finden, zu machen ist.
5. Das Einsetzen dieser Briiche kann aber nur dann Erfolg
haben, wenn der Coéfficient von 2% niimlich die Zahl « im
Nenner der p-Function intact vorkommt; wire jedoch dieser
sruch durch einen qunadratischen Faetor vou «, etwa durch »
abgekiirzt worden, so miisste auch jeder fiir p einzusetzende
) Bruch durch v dividirt werden.
4. Da in dieser Rechnung @, y, fiir @, y, gesetzt werden
kann, so gilt dieser Satz auch dann, wenn fiir 2 blos zwei
Werthe bekannt sind, und hiiufig lassen sich sehon mit 2, und a,
neune Wurzeln finden; in Peel's Problem jedoch sind, wenn a2 =0
geziihlt wird, noch zwei Werthe erforderlich.
5. Sollten die zwei Wurzeln @, und @, nicht geniigen, so
Y
2y
oder was noch sicherer ist, man finde fiir @, die fiquivalenten

s

suche man mittelst der Substitution p = =2 eine dritte Wurzel,

Substitutionen (§. 3, 10) und setze dieselben mit entgegengesetzten
Vorzeichen in die p-Funetion; besonders dann, wenn vier :—"kqni—
valente gefunden wurden, diirfte eines derselben ein ganzzahliges
neues @ lefern.

G. Bei Anwendung dieser Additionsmethode kommt man
auf alle innerhalb eines beliebig bestimmten Zahlenraumes lie-
genden Werthe von w. Auch wenn ¢ negativ und das Zahlen-
glied gross ist, kann dieges Verfahren zur Auffindung soleher
Wurzeln, welche die p-Function nichf liefert, mit Vortheil beniitzt
werden; sonst miisste man aus einem der gefundenen Wurzel-
paare — etwa aus a,, ¥, — eine neue p-Funcetion bilden, und
mit dieser die etwa noch unbekannten Werthe suchen, was eine
miithsamere Rechnung ist (§. 15, 2),

7. Erstes Exempel

: : 11p—30
Y= 3002401, @ — 12 ﬁj-ﬁ-gj—;-, 5 = 60.91
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29+ 19

s o o Sl AR S R Tt e 6 wird @ = 11
=i
e : 2910 e
y=11 19 29 61 389..., firp—=—7—5="2 wird x = 11
fiir p = —6 kommt @ = 33
S =l &= B8

die iibrigen vier Werthe von p nimlich
29+ 19 29—19
5)

L

e
el e pRlEp et
p = G5 ! —

liefern kein ganzzahliges .
3891 f’ 204 : 389-—-19 185

Firp=—— a3 - o und fiir— e
: 3189 e : :
wird @ = =7 weil fiir diese Werthe von p keines der in (B)

rechtsstehenden Binome dureh 91 theilbar ist (§. 9, 1). Dagegen

- = 38919 . 75 399 Q= =
wird fir p=——%5 =205 und ebenso fiir p = — D
=3 =3
2= 11 wie zuvor,

Um die aufeinander folgenden

R Zweites Exempel
7ot 1 aus den kleinsten Werthen

Wurzeln der Gleichung y* —
= 3, y, = 8 zu finden, setze man in der Gleichung

=
SR el s
-_]JE__T Rl f — 3
da kommt 2, = —48, und aus der Gleichung y = pa—+1 folgt
iy =——121.
127+8 4b 1271 —8 119
Fiir p = — —— and fiir p = —— - kommt
=g 3 1% fisds=3 = 45 .
— vom Vorzeichen abgesehen — @, = 765 und g, = 2024 ; die

anderen Werthe von p liefern @ =33 und so lassen sich noch
fernere Werthe fiir @ finden.
S 1014

1. Diese Art der Auffindung brauchbarer Werthe von p durch
Addition und Subtraction bekannter Wurzeln ist auch dann an-
wendbar, wenn aus einer Gleichung von der Form
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Y= axt—-br-c I

ohne Beseitigung des Gliedes b die Unbekannte 1z durch die
p-Function unmittelbar ausgedriickt wird. Letzteres ist nur dann
miglich, wenn man einen Werth von .« hereits cefunden hat, sei
es durch Versuche, sei es dureh Absonderung eines quadratischen
Gliedes,

Es seien a, und y, ganzzahlige Werthe der Gleichung T,
80 ist

Yt = a(a*—a B) - —a Y2 = [ ple—a) vy, 2
Y G 1=) 1Y, ! I
und hieraus

2y, p— 20, —b

5 v, 5 IT
pF—a
und
2ua,—+0)p—2a3
Y= —y -+ (—L'—ii s IT1
p—ru
2—0 :
Fiir # = — "u'uhl. [ tiber in
2a "
2? — 40— dav) v

und da g, und z, bekannte Wurzeln dieser (Gleichung sind, so ist

2% = da(y—y, ") -+2" = [g(y—y,)+x ]
und

e 2:&—-8«& )
I ey,

fir ¢ = 2y und 2, = 2ax,+-b wird

(Law—+0yr—2uy, .
iy, Ceganie 2y, \

da von dem Vorzeichen abgesehen — was bei y statthaft ist —
dieser letate Ausdruck fiir y mit dem in III stehenden identiseh
ist, s0 wird jeder Werth von », welcher y zu einer ganzen Zahl
macht, fiir p in die Gleichung II gesetst, auch @ in eine ganze

$a 2 A E
Zahl verwandeln, sobald »— in eine solehe iihergeht, oder es
(1

wird dies durch einen fiquivalenten Werth von » bewirkt (§ 3 10)
den man-aus den bereits bekannten Wurzeln der Gleichung T
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finden kann; offenbar muss p fiquivalent mit » sein, weil auch p
der Gleichung V Geniige leistet.

In der ersten Rechnung ist y = p(v—a)-+y, und in der
zweiten Rechnung ist » = ¢(y—y,)-+=, hieraus

z—=pale—a)-+z,
und fiir # und z, die Werthe gesctat

2ax—+0 = pg(w—a ) ~+-20w,—+b,
somit

2t
pg=2a und p——.

1
Wiiren @, @55 Yp ¥g; % 23 ganzzahlige Werthe der Glei-
chungen I und IV und

Do Q) e ts
= e sl i @)

Y= Yo U3
ein brauchbarer Werth zur Bestimmung eines neuen ganzzahligen
7y, so kinnte auch
2 LA Ty =
p=2a: 2a(, 7@ ek
Ya—¥s L E=CA
ein ganzzahliges @ liefern, und dieser Werth von p lisst sich aus
der fiir I gefuhrten Rechnung finden.
2. Exempel.

Y= Ta* —162-+21;

hier ist & = 3, y = 6 also
y? = T(a?—9)—16(x—3)+36 = [p(a—3)—06]*
und daraus

5 Gp—+ 1’»

r=s-+2 S = 2‘_-(8”1‘
pr—1 !
# J B9 _ 8 3
I pie=—+-o — Y =g — 5
e AR ALY L 5OR —51
=i o 9 1386 138.
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Auflésung einiger Gleichungen von der Form
y* = aar--) fiir poritive Werthe von a.

1. Erstes Exempel

Y = 63Ta*+-bHTH; If
fir y = by, und T = @, = ba,, geht diese Gleichung iiber in
1, = 18z;,+-23 II
fiir 2, = 1 wird y, = 6; also ist
P bp—13
. pt—137

S= 26.23 liefert nichts; also »* = 13w*—1, hier ist w =5
: 80 ; S 3
v=18; fiir p =+ — wird 2, = 431, ein durch 7 nicht theil-
)

barer, somit unbhrauchbarer Werth; dagegen liefert

18

e A il pd
e 0= 1029, 'y, — 6234,

,) _ ——
somit ist » — 1235, y — 31170.
Aut andere Art. Hiitte man die Gleichung I nicht ab-
gekiirzt, so wiire zu setzen:
3}2 — r/z.L’z—t—[\l.;:tj?—(lz:_}.l-'!—i—-_
hierans
d* = 2392657
setzt man d = 70 und y = Tz, so wird ¢* = 23*+13 und fiir
e=1,0=06 nud d = 42, somit

y* = (42x)*—23(492*—2b)

und
{a — bh—10 42‘[—_‘::"
p*—637
oder
o = bg—13
e —5—10-4——, S— 130x23;
g~—13
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da S nichts liefert und den Faetor 7-nicht enthilt, so kann gesetzt

werden: v — 13w®—1; fiir w—= b wirds — 18 und ftir

= 1% f“]n pi— 1235

wie oben.
2. Zweites Exempel.
Yyt =0b22*—139.....= ;32-.-:.-2—-(139+d?)—5—d"
daraus
d* = 139*— 159,
fiir d = 18z wird

1139

3

ot = 132"-2rz—+

filr » = 2 wird
9% = 182*-424-11

oder
= J2t—(182—11) (22— 1)
und
e —-+9 :
ar = — }j_ 5,;5:]112;

firp=238iste=17,7=26d= 93 somit

y? = b2a*—8T 88-4-93% — H2(a*— —13%)-+93*
und

oder
933—338
s 150298 o 85180
at—13
!—_ )

da die Stammzahl kein @ finden lisst, so setzen wir v* = 13w*—1

A s 2 18 ;
hier ist w — b, » = 18 und fiir ¢ = F; kommt als zweiter Werth

= 67, y = 433.
3. Drittes Exempel
Yt = 397a%+9007, y = 39Tz—+r,
r*—213 -
R
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dieser Brueh wird gleich 24 fiir » — 99, also ist

& =39722-19824-2
oder
@ = (dz)P 4+ (39T—ad*)2*>+-1982 -2,
hieraus
202 +9007 = +*;

fiir d = 3 ist y = 95 und

@ = 9271 (1942+2)(22+1) = [3z—+p(2e+1)]*
und
2 ip—9b
=1 2 i TSI 6 T
PE=3p—9T
oder
Sr—-100
Dg—19¢
] S R
#8971

S = 8¢ 9007 liefert nichts. Also setzen wir

v? = 39Tt —4 — {_lf]-m_'JQ—‘— —1-[:’5-;:'?]__'](5}”.'—-])

und
199, —3897 =
Jw = 1—2 ——2' — 8, = 12;
; — I

fiir r, = —20 wird w =173, v=544T; und fiir g=+ :
2= —+1041719, 2= 20756109 und y — 413562542,
g, 12
Auflogung mittelst Congruenzen.

1. Jede Gleichung von der Form ay* = ba*~+c¢ kann so

transformirt werden, dass je zwei der Zahlen «, b, ¢ velativ einfach

gegen einander sind; dabei sollen « und # von Eing versehieden
sein. Hat obige Gleichung diese Eigenschaft, so bringe man die
Congruenzen
ay* = ¢ (mod. b) und bt = —¢ (mod. «)
auf die Form
2

y* = m (mod. #) und @* = u (mod. a) (

)

und setze

y* = bu—+m und a* = av—+n
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in die erste Gleichung; da folgt

abu—+am = wbv—+bn—-e
und

— e ——bn—-¢
U — - = ({

b

eine ganze Zahl, weil u—uw eine solche ist.

List man nun die zwei Congruenzen in () auf, so sind jene
Werthe von y und a, fiir welche u—» = d ist, Wurzeln der obi-
oen Gleichung und aus einem Paare derselben lassen sich mif
Hilfe der p-Function andere Werthe finden.

Diese Methode empfichlt sich besonders dort, wo die Co&f-

ficienten grosse Zahlen sind, mit welchen die p-Function schwer
zu finden ist.
2. Erstes Exempel

11y* = 132271 I
11yt = 71 (mod. 13) und 132* = —71 (mod. 11)
daraus
: y*= 10 (mod. 13) und a* =3 (mod. 11), IL
somif

Yt = 13u+-10 und a* = 11p—+3;

in I gesetzt, folgt u = ». Aus den Congruenzen in Il findet man
fiir 4 —v =2 y =6, = b; Wurzeln von L. Multiplicirt man
I mit 11 und setzt 11y = y,, so ist

Y= 148 (51 I1E
und da @ =5, y, = 60, o folgt

Gp—06D
p—143

i—— {)7"_2

wobei
yr— = D)-+66

ists §=4.11.13.113; hiermit findet man

p= 11 {5 13

r— 6, —1926 - 149,3019 " —6, 126
y, = 11, 1607 —1782, 36102

y— T, 187 =169 3980
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Auflosung

Kunerth,

mit Benfitzung der Methode von Leslie.

Man setze die den Congruenzen in IT entsprechenden

Binome

y= 6-+13n, x= D—-11m,

in denen m und n unbekannte Zahlen bezeichnen, in die Glei-
chung I, so kommt

oder

13124 12n = 11m*+10m

n(13n—-12) = m(11m—+ 10);

getzt man nun

und eliminirt

und gibt:

I
n

Y

wie oben.

183n-+12 — km, 11m—+10 = kn
aus diesen Gleichungen m, so folgt

10k—+132

JF—145 *

22571

e

T 11 12

e B 952, 12
= T | STl 3282, 162
ST 126, 6 38019, 149

3. Ziweites Exempel.

182y* — 1652*+8bT I
182y% = 857 (mod. 165), 16ba* = —857 (mod. 182)
oder
yt = 31 (mod. 166), «* = 29 (mod. 182)
somit

in I gesetzt, {
auf, so wird fiir

Multiplie
80 kommt

y* = 16bu—+31, a — 1820-+-29

olgt uw = ». Liist man
v = ]“

die zwei letzten Congruenzen

a9

43,

irt man die Gleichung I mit 182 und setzt 182y =y,
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2 = 300302*-+ 155974 1
Y

und weil @ = 43, y, = 7462 Wurzeln" dieser Gleichung sind,
s0 ist

. o 1462p—30030 43

ze= Al pP—30030

ader
41p—165 X 43
p*—165 x 182

8§ — 165 182 857;

x = 43 —3564 111

ein Factor von & ist 29995, und um 30030 vermehrt, kommt

945% als Summe; fir p = —24b wird @ = 251, und weil hier
y, = p(a—43)+T462, (p)
80 st
y, = —43498 und y = 239.
Um fernere Wurzeln der Gleichung [T zu finden, bestimme
man die fquivalenten Substitutionen fiir 2 = —+251; diese sind
39 858 5H20
-4 i o
193
fiir p = — T kommt a2y = — 357925 undaus (o) y, = 62025418

somit y = 340799. Ferner ergibt sich fiir

L

: v, — 208786
=5 ¢ o, = 2087861

IS e T
-y — ¥y

4, Drittes Exempel.

15yt — 917+ 71 I
15y* = 71 (mod. 91), Ha*= —T71 (mod. 15)
oder
yt = 29 (mod. 91) und 2* =4 (mod. 15)
somit

y? = 9lu—+-29, a* = 1bv—+4

in I gesetat, folgt w = v; fir u =v=">52 wird @ = 28, y = 69.
multiplieirt man die Gleichung [ mit 15 und setzt 1dy =y, $0
wird




|
1
1
e
t
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¥, = 136Da* 1065 I1
und da @ = 28, y, = 103D ist, so wird

69p— 2548

30 :
pF—131H

£ ie—— 28

§=2.3.5.7.13.71 liefert kein ganzzahliges 2; somit ist die
Gleichung
o —136Dw® — u

zi bilden, wo # ein Factor von § sein muss; da findet sich

36.... = d*w* - (1365 —d*)w?—35

v?‘ = ]:’J[‘;E‘]'{{,‘z
hieraus

d? = l-_‘)L;&.l

3':)‘/2 1

titr 9 = 2 wird d = 35, also

T (_.‘}ﬁm;]z—k.’_ii}(-l-n-”— 1)
und
ar Y
a0g—1365
2w— 1—2 21 Lmeme
q 156D
oder
- G—39 : L
Zp—1q0—_1== g0 Sg3 5indg
q*— 1865
und weil
13654 = 37
: N ma . e 665 e
18t, 80 18t ¢ = 37, w = 18, v = (65; fiir p — g wird 2 = 352
und aus
iy, = 1036-+-p(2—28)
folgt
Yy = 13005 und y — 867 ;
hier ist w — » — 8260.
66H =R e
Fiir p = — SN kommt @, = —1415528, y, — 52297965

und y = 3486531 u. s. f.

0. Auflésung derselben Gleichung mittelst der
z-Funetion.

Setzt man

i = 136bz—
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in die Gleichung II, so wird

2 N
e r*— 10065
at = 136522+ 22—+ ————

1365

fiir » — 330 wird der letzte Brueh = 79 und
at = 136522660279 LII

filr 2 = —1 wird 2 =28, y, = 103H. Um fernere Werthe zu
finden, bilde man die p-Function:

5 28;)—\—_](2?)
pt—1365 ’

p=—1—

S = 30.71 gibt nichts.

Aus der Beschatfenheit der Gleichung [I[ ist zu ersehen,
dass @ auch dann eine gauze Zahl werden kann, wenn z einen
Brueh bezeichnet, dessen Nenner ein Faetor von 1365 ist.

Um diese Briiche zu finden, bestimme man jene Factoren
von 1365, welehe dem Binome »*—136bw?* gleichgesetat, eine in
ganzen Zahlen mogliche Gleichung geben. Diese Faetoren sind:
+1, —3b, +39, —1565.

a) = 1360w*+1, w=-——T1—, v=pw-+l,
Do) ¥

8§ = 2.3.5.7.13 liefert nichts. Nun folgt aus §:

vt = 136D *—3b = (3bw, )*+35(4w,*—1)
hieraus
g il )1)q—1Jl>.
e
q 21365
ode
- { 4 L
P, = 1—T0 —CL S == R 36,7, 13
w, F—186p" ! Bl 3
1365+4 = 37* = ¢*
und fiir ¢ = 37 wird w, = 18, v, — 665 und fiir p, — );—)8 wird
o : : ')‘)211
w = 684 und ¢ = 25271; endlich fiir p = 61 folgt aus der
p-Funetion fiir z:
v = —481537 und a = 17790812

Sitzh. d. mathem.-naturw. O LXXYV. Bd. TL. Abth. /|
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und

y, = — 657297615, y= —43819845,

b) v* — 136bw*— 30

hat nach «) w = 18, » == 665 und fir

66D 65 268193
p= s kommt 2 = — - Ui

-

daher » = 352 respective 1415528,

c) p? = 1360w*+39 = (3%w)*—39(4uw*—1)
daraus
: 39¢ — 1365 _
Qi 132 T g = BB Tubil S
q —1abd
L it : B 702 X
fiir ¢ =37 wird w = 19, v = 702 also p = 1978 folgen fiir
a dieselben Werthe wie in #).
) v = 13060wP—156D. .. = 136d(w*—1),

Ly d

: : 47 _
flir w =1, ist » =0 und fiir p =0 wird'z= 91 und @ = 28,

welchen Werth man auch fiir p = oo und z=—1 erhalten hiitte.

6. s lassen sich somit die Werthe von @ auch aus der
p-Function fiir » derartig berechnen, dass die Werthe von =2
Briiche mit solechen Nennern werden, welche Factoren von
sind; der Zahl « sind demnach die Constanten in den derivirten
Gleichungen zu entnehmen.

§ 13.

Auflosung einiger Gleichungen von der Form
y® = aa’—+b, fiir negative Werthe von «.

1. Brstes Exempel.
Y = — 43" -3T28985 1

Bestimmt man fiir den Divisor 8 die quadratischen Reste
beider Seiten dieser Gleichung, so seigt sich, dass y eine gerade

und @ eine ungerade Zahl bezeichuen muss.
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Fir y = 432+ wird

= SR o
at — — 4322252 86720—

B3
aus der Lisung der diesem Scheinbruche entsprechenden Con-

gruenz ergibt sich » = 18, und der Bruch wird gleich 7. Es ist

somit

2

r* = —432*  362-1-86713. 11

Da y=1931 ist, g0 muss z<4b sein, nnd weil » eine un-
gerade Zahl sein soll, s0 muss 2z im Hinblicke auf II wegen des
Achterrestes eine geradgerade Zahl sein, die wegen des Fiinfer-
restes in II kein Vielfaches von 5 ist. Man hat daher in IT zu
setzen:

tr—4

= , 8, 12, 16, 24, 28 32, 36, 44
und da kommt fiiv 2 = 12, @ = 2835, und da wegen

— 2]‘-3 o=

36.12,
r = —+18 sein muss, so ist ;
y =12 x434-18 = H34;
sonst gibt es keine ganzzahligen Werthe tiir » und y.
2. Ziweites Exempel.
Yyt = —140a2—+-141035661. I
Wegen des Achterrestes miissen @ und y ungerade Zahlen
sein, und weil das Zahlenglied duoreh 9* theilbar ist, so kann

x= Y2, md y = Yy, gesetzt werden. Dann folgi:

1
Yyt = —1402,*+-1741181 i
yl<1320, = 140z-r,
algo
. 9 5 ) Higo J1.2___]_ ;
2=<10 und @* = — 14022 —2rz- 12457 — S

bezeichnen wir diesen Bruch mit », so findet sich fiir
=0 6 12 o4
T 29 4] GH,

die ersten vier Glieder der aus acht Gliedern bestehenden ersten
4
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Periode der Wurzeln der obigen Congruenz. Setzt man diese
Zahlen in die letzte Gleichung fiir » und =, so folgt

e — 14022 — | 934 12437 . (a) hiev kann —=z—1; 2

xf= —14022— H82-12431.. S o —£z=—1.b

@t =—140"— 82z -1242b. .. () » s +2=1,4,5,T,8
‘1'12: — 402 = 13%2-12403. ..(8) ' , w —+2=1,3,9
gein.

Es sind nimliech im Vorhinein jene Substitutionen auszu-
schliessen, von denen die rechten Seiten der vier oberen Glei-
chungen keine quadratischen Reste sein konnen.

Aus (&) folgt fiir

4 = 2 v

=5

, = 109, y, = 279 und @ = 981, y = 2511;

aus (y) folgt fur
2 — 8, @, = b3, y, = 1161 und & = 477, y = 10449.
Um fernere Werthe von @ szu finden, bilde man aus I die

p-Funetion :
¢ lllil(f—}—.‘ﬂ'?}'-_)
N

@ = 4T7— o :

hier ist p ="2¢, § ="9.5:7.13.151 .887 : fiir

q= 2 28 —Hb
wird

x= 916 79 6H1

'_f‘l' = 4:‘5?\'] 1 l:";:‘”-' (H}r;!"

Nun suche man entsprechende Werthe fiir ¢ durch Addition
und Subtraction der letzt gefundenen Wurzeln; da ergibt sich fiir

9039--4881 40 e
g e = 081,
2(651+915) 9
wie aus («), und beniitzt man auch diesen Werth, so wird fiir
118359
97 2m@o4981) ~ b

2511 22

2 — 933 und + — 2399,
Ausser diesen sechs Paaren von Wurzeln, besitzt die Glei-
chung I keine anderen in ganzen Zahlen,
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Weil hier die p-Function durch 4 abgekiirzt wurde, was daran
s erkennen ist, dass in ihrem Nenner anstatt 140, die Zahl 35
steht, so mussten nach §. 9, 3 die zwei letat gefundenen Werthe
von p durch 2 dividirt und erst hierauf gleich ¢ gesetzt werden.

8. 14,
1. Ist in der miglichst reducirten Gleichung
a— —ﬂ.l'z—v—fl I

Y
die obere Grenze von y eine grosse Zahl, so kann fir y= vz—+r
auch = einen grosseren Werth ¢ erfordern und die Rechnung wird
dann liistig. In diesem Falle setze man 4z oder 8z anstatt 2, wo-
durch der Werth dieger Unbekannten verkleinert wird.

Fiir y = Baz—+r ist

: 3 e H—1rt
1? = —a(B2) —2i(B2)+
; Hoks =
und wenn b = we—+d ist, so folgt:
2
: 1r—d
a* = —a(Bz)*—2r(Bz)+c— — i 11
{

hitte die Congrienz /2 = d (mod. ) innerhalb der ersten Periode
» Wurzeln, so wiiven wegen 78« die Wurzeln der ersten acht
Perioden in II einzusetzen, was 8n Gleichungen gibe; weil 2
aber positiv oder negatiy genommen werden kann, so kamn
immer kleiner als 4« sein, und man braucht nur die Wurzeln der
ersten vier Perioden fiir » in II zu setzen. Dies gibt ein System
von 4n Gleichungen, von denen nur jene beizubehalten sind,
deren Zahlenglieder quadratische Achterreste lassen. In diesen
(Hleichungen ertheile man nun der Unbekannten z alle Werthe

P r . - - {
der natiirlichen Zahlenreihe vou O bis i

—+1, und hemerke jene

Werthe von 2, welche @? zu einer Quadratzahl machen.

Um die Rechnung abzukiirzen, sind im Vorhinein jene Sub-
stitutionen auszuscheiden, fir welehe das Zahlenglied einen
(uadratischen Nichtrest gibt.

2. Exempel. BEs sei die letzt behandelte Gleichung auf
diese Art zu losen:

Yt = —140a*-+1410350661, I

y<< 11875, somit 2, <86; man setze dahier
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y = 140.8z 4,
jetat ist z<=12
v = - 140(82)2—2r(82) 41007397 — -—:‘—Hl : 11
3 - Tt 140 '

Da es hier in der ersten Periode acht Werthe von » gibt, so
miissen 32 aufeinander folgende Werthe fiir » und fiir den mit %
zu berzeichnenden Bruch genommen werden; diese sind;

F= 0 2 18 26 {4 514 104 122
T 9 19 Hl 61 79 89 121 131
k= 158 180 260 2881 342 374 486 524
= 149 159 191 201 219 229 261 271
k= 596 (634 182 830 920 972 1148 1206
= 289 299 351 341 359" 369 401 411
k= 1314 1376 1584 1652 1778 1850 2090 2168
= 429 439 471 4851 499 509 hal hH1l

Da a eine ungerade Zahl bezeichnet und der Achterrest des
Zahlengliedes in IT 5 ist, so muss der Achterrest von £ 4 sein und

-es kionnen sonach nur die hervorgehobenen Werthe von

gebraucht werden; dies gibt folgende acht Gleichungen:

Auseeschlossen sind:

e— 5(162)2— T9(162)-+10073563 (1)...2 = 0,5, 10, 11
m & =169 S =072 AT e — 0D Ol
= = ey O0ET [i)...:—t) Bt 10711
r . o D06 RT3 (e = 0D (]

_ —9R0=F L A0EB01 (A e — 1
* = —369 ., -+1006425 (6)...2 =11
4 = =S O K e e
b i AR S A 1 00D TABE (B ez =185,
Aus (1) kommt fiir 2 = +-8, a = 601
Pr N B e z— 120 gt — 083
() - —
n L4} - S A= — R
B) i n =
(6) 5 g 2= —+9 =477
) s A=—4 w— 91D

)

I
=

(B .
wie in der ersten Rechnung.

=
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851D,
Auflisung von Gleichungen anderer Form.
1. Evstes Exempel.

bat—Tay -3y —1Ta+4-8y—28 = 0,

daraus
(petRane i
y="20" 5 o —Tle* 922400,
j 5
22— — 11224920 +400 = (20—pa)?,
hieraus
Op-23
AL alOpHE0E e i oty
pt+11
pi— 1 255 (o)
o= 11 = 0
e — '.Tl J’J 2U
y— 10,13, —4 2

2. Zweites Exempel.

2wt —Gay—+yt—14w—+-10y+4 = 0.

y = Bx—bH+|/Ta? - 16a

2t = Tat—162+-21 = 4>+ (Bex—T)(2—3) = [2e—+p(x—3)]%,

somit
: 12p—2
ST p_z—l—%':‘ll—:'.‘\ ’
fiie p = q—2 wird
Bg— 1 :
P = 3—2 :?2 ;;--) JSi= 2383
q —
fir l 3 —2+-34 8
U = | Dud0 4% 3
e 3 | =al 34 ‘ —5bl | Hh25H
z2— = =+6 | +9) 87T | +138 | +1386
y= —2,10 |--2, —20| 10, 184 |-—20, —296 184, 2956

3. Drittes Exempel.

42:p% L 620y+-21y* = 58D
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1R 1 3
: 4 o]
2 5]

1 3

3 Z

1 3

4 1

2 3)

1 3

3 Z

2 0

20 0

Jetzt ist die Rechnung geschlossen.

I11

10
10

LY;

49
31

20
49
(41
49
81

49
(4
100
100
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