Neue Methoden zur Auflosung unbestimmier quadratischer
Gleichungen in ganzen Zahlen.

Von Prof. Adolf Kunerth.

B }:

1. Hat man aus einer unbestimmten quadratischen Glei-
chung fiir  die Gleichung
_ Ap*~+Bp+-C
ap*+bp—-c

X I

gefunden, so lassen sich aus derselben die ganzzahligen Werthe
von @ ermitteln, falls solehe vorhanden sind.

In diesem Bruche, welcher die p-Function heissen mag,
bedeuntet p eine unbestimmte rationale Zahl, die anderen Buch-
staben aber bezeichnen gegebene ganze Zahlen. Hiitten die
Coéfficienten a, b, ¢ einen gemeinschaftlichen Factor m, so mul-
tiplicire man beide Seiten der Gleichung mit m, worauf von den
ganzzahligen Werthen, die flir ma gefunden werden, die durch
m theilbaren die gesuchten sind. Es kann daher angenommen
werden, dass die Coéfficienten im Nenner keinen gemeinschaft-
lichen Factor enthalten.

2. Hiitten « und 4 den grissten gemeinschaftlichen Divisor
n, 80 dass a = na, und 4 =nA,, so setze man

p=1;
dann wird
A,¢*+Bg+Cn
r=—1_
a,q*+bg—+cn

und a, ist prim gegen A,.

F .
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Es konnen somit in der obigen Gleichung « und A4 als
relative Primzahlen angesehen werden.

3. Wiire ¢ ein Theiler von €, oder wiirde nach vollzogener

il A C %
Abkiirzung der zwei Briiche — und — der letztere mit einem
a ¢
kleineren Nenner geschrieben als der erstere, so setze man in

der obigen Gleichung

gt
F q
und es wird
et Cq*+ Bg—+ A

J

et +bg—+a ’

wodurch die Rechnung in kleineren Zahlen gefiihrt werden
kann.

4. Nun schaffe man mittelst der Substitution

B e
P9

das zweite Glied des Nenners weg; dadurch geht dieser in

a(qg*—0b*+4ac)
4a®

und der Zihler in

741_ai (Ag*—24bg—+2aBg-+ Ab*—2ab B+ 4a*c)

iiber, und setzt man 246*—A4H* anstatt 46* so folgt nach ge-
schehener Reduetion

_ A(g*—0%)+-2(aB—Ab)(q—b)+4a*C
= al(g*—b*)+4ac)

@ Il

5. Im Allgemeinen haben Zihler und Nenner dieses Bru-
ches implicite den gemeinschaftlichen Factor 4¢* was sogleich
hervortritt, wenn man daselbst der obigen Substitution entspre-
chend g—b = 2ap und ¢g-+b = 2(ap—+b) setzt; da wird der Ziihler

= 4a*(Ap*+ Bp+C)
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und der Nenner

= 4a*(ap*+bp-+-c).
Multiplicirt man Il mit «, so wird im Nenner der Factor 4«
verbleiben, und denkt man fiir ¢ einen solehen Brueh # gesetzt,

w
4a

dass der Nenner q’-—b'—l—4fu: sich in - verwandelt, so wird aus
w

dem Bruche in Il eine ganze durch a theilbare Zahl.
Es ist somit
2(aB — Ab) (g—b)~+4a(aC—ecA)

S q*—(b*~-4ac)
oder L
R i el e )
q*— (b*—4ac)
oder kurz: g
L === _A i dg+/ \ \
¢ —49 ;
6. Fiir jeden Werth von ¢, der ¢*—y = :1—(: macht, wird der
w

Bruch in III eine ganze Zahl D, A+ D wird ein Vielfaches von

@ und somit » eine ganze Zahl. Letzteres wird oft erreicht,
. | s k

wenn sich fiir den Nenner g*—¢ cin Brueh ‘—I-E finden lidsst,
w

dessen Bestandtheil £ im Zihler von III als Factor bereits vor-

kommt oder dann auftritt, nachdem daselbst fiir die Variable ¢

ein enisprechender specieller Werth eingesetzt wurde. Es wird

spiter gezeigt werden, wie sich aus 4, f, ¢ jene ganzen Zahlen

finden lassen, die fiir £ versuchsweise zu setzen sind. Dabei ist

aber zu bemerken, dass nicht jeder Werth von ¢, welcher den

Brueh in IIT zu einer ganzen Zahl macht, aueh & in eine solche
verwandelt.

7. Fiir specielle Werthe von ¢ kann der Nenner ¢*—b*—+4ac
m III den Factor 4 verlieren und eine blos durch 2 theilbare
oder anch eine ungerade Zahl werden, was iibrigens den Gang
der Rechnung nicht iindert. Der Factor @ aber kann in diesem
Nenner nicht verschwinden, einen einzigen sogleich zu erdrtern-
den Fall ausgenommen. Denn wiirde sich fiir einen speciellen

-
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Werth von ¢ der Factor « 1im Nenner ¢* —b*+4ac verheren, so
miisste dies auch im Aquivalente dieses Nenners 4a(ap*—+bp--c)

. . A .
geschehen, was hier offenbar nur fiir p = b eintreten kinnte.

Setzen wir fiir p diesen Brueh in I, so folgt nach Wegschaffung
der Nenner

Art- Bars—+Ca*s*

v arbars—+ca's® ’

da hier der Nenner den Factor a enthiilt, der Zéhler aber nicht,
weil « prim gegen 4 ist, so kinnte 2 keine ganze Zahl werden,
falls « im Nenner des Bruches LIl verschwiinde.

8. Enthiilt a aber einen quadratischen Factor »* und ist b
durch » theilbar, so wird sich fiir ¢ = »r dieser Factor »* im
Bruche IIT auch fiir ein unbestimmt gelassenes » heben, wie aus
III zu ersehen ist. Wiire « = »* und & durch » theilbar, so wird
a aus dem Nenner dieses Bruches hinausfallen.

Dieses nothwendige Vorkommen des Factors « im Nenner
des Bruches 1II ist von besonderer Wichtigke:t.

9. Haben f und ¢ den gemeinschaftlichen Factor »* und ist
d durch » theilbar, so liisst sich der Bruch m III fiir ¢ = nr
durch »* abkiirzen; denn fiir d = nd, [ = n*y, ¢ = n*y wird

n‘ﬁr—i—n’?
AL = A+ 3",
nere—n*y
also
Or ——
".rz A + '_2_*?1
il

10. Ja selbst in dem Falle, wenn & den Factor » nicht ent-
hiilt, wiihrend f durch » und g durch #* theilbar sind, kann die
Abkiirzung durch »* stattfinden, nachdem man beide Seiten der
Gleichung 11l mit » multiplicirt hat; dann ist

dn*r—+n*y
2ty

anxy — An + :
ner

oder
dr— z

rt—oy

anr = nd —+
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Es lisst sich demnach die Gleichung III immer so gestalten,
dass fund ¢ keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, dessen
Quadrat ein Theiler von ¢ ist.
Diese Abkiirzungen haben auch dann zu geschehen, wenn
~d, f oder g gleich Null sind.

~11. Durch diese die weitere Rechnung bedeutend verein-
fachenden Reduetionen wird der Factor « im Nenner von III
nicht beseitigt; denn fiir ¢ = nr wird

nr— =0 $ 5
e . 2a’

' setzen wir diesen Brueh fir p in das Aquivalent der rechten
Seite der Gleichung III, d. i. in den Ausdruck

a(Ap*+ Bp+C)
ap*—+bp—+c

)

$0 kommt nach vollzogener Reduction

As*+2aBs—+4a*C
8 +2bs+4a

)

und weil 3 = 2ap, so enthiilt in diesem Bruche und daher auch
im Bruche III der Zihler den Factor 44®* und der Nenner den
Factor 4a.

Auch die zur Gleichung IIl gemachte Bemerkung, dass fiir

| . 4 g 0
soleche Werthe von ¢, welche den Nenner in —g, resp. in -i:,

w w
“ k ok
=, oder = verwandeln, der Bruch in eine ganze Zahl D tiber-

w* w*

geht, die um 4 vermehrt ein Vielfaches von « wird, behiilt ihre
Giltigkeit, weil durch jene Abkiirzungen die Factoren «* im Zih-
}gr .En_d a im Nenner des Bruches Il nicht verloren gehen; dabei
_{ber muss & einen schicklichen Werth erhalten.

8. 2.
1. Ist die Gleichung III in ihrer einfachsten Form dar-
gestellt, so sind drei Fille zu unterscheiden:

Ist ¢ eine positive Quadratzahl, so ist zar Auffindung der
ganzzahligen Werthe von @ und y die Gleichung I eigentlich
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nicht nithig ; denn alsdann léisst sich eine der Unbekannten un-
mittelbar als rationale Funetion der andern, und wenn dies nieht
angeht, als Bruchfunction von p mit linearem Nenner ausdriicken.
Will man jedoch aus der Gleichung Il die ganzzahligen Werthe
von 2 finden, so zerlege man den Brueh daseélbst in zwei Partial~
briiche, setze ¢— :;
welche # zu einer ganzen Zahl machen. In diesem Falle, wie
auch dann, wenn eine Bruchfunetion von p mit linearem Nenner

angewendet wird, ist die Anzahl der ganzzahligen Werthe von @
eine begrenzte.

und ermittle jene Werthe von » und w,

2. Zur Begriindung dieses Verfalirens dienen folgende Be- -
trachtungen: Es sel

dp~+f 1 [(”l—i—f dh—-—/]

e pr—ht 2h L

p—h  p+h

und f prim gegen A (§. 1, 10), so wird fiir

s Nl [dh+/ dh — / J
i d—hiv v-+hwl

w Y

Da ¢ und » relative Primzahlen sind, so knnen die Nenner
der eingeklammerten Briiche nach Einsetzung der speciellen
Werthe fiir » und w und vollzogener Abkiirzung nur dann ein-
ander gleich werden, wenn beide in die Zahl 2 iibergehen.
Wiirde niimlich

v—hw = mk und v-+hw = uk,
S0 folgt

v — (R—Fm)g—- und w = (u——m) ;2{%;

wegen w prim gegen ¢, kann £ nur einen der drei Werthe 2, A, 2/
annehmen. Dem Falle £ = 2 steht nichts entgegen, doch ist er
tiberfliissig, weil fiir £ = 1 derselbe Werth fiir # erhalten wird.

Fiir £ = h wiisste v = hr sein, withrend f und » prim gegen
h wiiren; dann wiirde

w ['dhr—i—fw'
T = 13| s

2t )’
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weleher Ausdruck offenbar in eine ganze Zahl nicht iibergehen
kann. Ebenso lisst sich zeigen, dass £ den Werth 24 nicht er-
halten darf. Es konnen somit die Partialbriiche auch nach voll-
zogener Reduction keine gleichen Nenner haben, mit Ausnahme
des entbehrlichen Nenners 2.

Es kann ferner die Summe oder die Differenz zweier redu-
cirten . Briiche mit verschiedenen Nennern nie eine ganze Zahl
werden. Angenommen, es wiire

a_, ¢
——+ — = n
b — d
eine ganze Zahl, wobel « prim gegen b, ¢ prim gegen d und
: he
b<d ist, so wiire ad—+bc = bdn und daher -+ -’% = bn—a, was
il

nicht moglich ist.

Die Summe der obigen Partialbriiche kann somit nur dann
eine ganze Zahl werden, wenn jeder Bruch fiir sich in eine
solehe iibergeht.
dp—+f
pﬂ__h!
gegen h ist, so kann in den Partialbriichen keine weitere Re-
duetion vorgenommen werden als die, dass man beide Ziihler
durch den vor der Klammer stehenden Divisor 2 dividirt; dies
ist aber nur dann zu thun, wenn beide Zihler ungeradgerade
Zahlen sind, weil sonst brauchbare Werthe von p verloren gehen
kiinnten.

Sind beide Zihler gerade, durch 4 nicht theilbare Zahlen
und 1,2, k, /..., resp. 1,2, k,1... ihre Faetoren, so ergeben
sich die Werthe von » und w ans den Gleichungen

N =" 81... 2, 2k, 2l,...
: Bl = 1L &, V....,2,2k,20...,

- 3. Hat man den Broeh derart abgekiirzt, dass f prim

wobei die ohne 2 geschriebenen Zahlenglieder insgesammt un-
gerade Zahlen bezeichnen.

' Da nun v und w ganze Zahlen sein sollen, so sind zm
Bestimmung ihrer zusammengehirigen Werthe nur solehe Glei-

chungspaare zu brauchen, deren Zahlenglieder beide gerade
oder beide ungerade Zahlen sind. Weil aber mit den ungeraden

’

‘ '.
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Zahlen dieselben Werthe erhalten werden, wie mit den geraden,
indem hier k& ecine ungerade Zahl sein muss, so kann man die
geradzahligen Factoren weglassen, was mittelst Division der
Zihler dureh 2 bewirkt wird.

Wiire aber ein Ziihler oder wiiren beide dureh 4 theilbar,

s0 miisste diese Division unterbleiben, weil sonst brauchbare
Werthe von p verloren gehen konnten. Denn ohne Abkiirzung

kiime man auf die Gleichungen

v—hw = 2k |
v+hw = 4k’

somit » = k—+2k, eine ganze Zahl; mit Abkiirzung aber wiire

v—hw = k (
v+ hw = 2k’

k—+2k'

5 ein Bruch.

und v =

4. Exempel:

op*+-6p—b61( | " 88p-—176
fiir p — ‘1’”,;7 wird
88¢g+88
dr—D =a, = 764
und fiir ¢ = 4r wird
44r+4+11
2:!:'1 = .
somit
o w[ 99 7 ]
el 8lv—2w i v—+2w|’
daraus

r—2w — (1, 3, 9, 11, 33, 99)
v+2w = 1,7,11, 717 i

aus diesen 48 Gleichungen folgt :
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—2w = 3 B8 ) v | +38
v+2w =11 q 9 17 1
o= T RS BT r—18
“ﬂ e 20— 8 20 10
2L ad N g0 ' —80 10

{ IR 9 A

s s

glsan b ) v
sdoch ¢ keine positive Quadratzahl, so multipli-

1‘ M&n derGlémhung I1I, welche, wenn ax-—A4 =,
ﬁ -
;:..*; dg-+
'} LB .T“
w5 iﬂem‘ﬂ{ idexo ¢""Q
. _‘ '4;;. . . |
it .t Iv

| bz&pilﬁ I II T ﬂ ) ig 1]

'\ | %7 1) 1 J 1-_.“

] = QJM %‘HHGIJ mnh, gd lﬂt

"{Jl r',,!l' B by ot TRILy (1

J% #%— got-/f30) i g4 osildnxsy g

Zahl, und wei ?‘ﬂhﬁ Meﬂ w, S0 MUSS dv+ﬂo d‘tirch
eilbar jj_:?'-':i n M af:ef fiir g= ~ die Glelchnng IV

‘tr-*- v

| "0 DL e !i'--n JITE R A

l INIY Mol Jows b 140

“ﬁebem g, eine m,zahjﬁ,.,,
‘jd 0% -« Bt o Weiolrhin i

»
. | 4 -"'1':..'-' "] l‘, 'I.[llv ,I, 14 ) = . '_‘.llj.l'i
7 1‘_5 d -lul“; tI“ - .lllilll
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und fiir g, —d =2z, wird

nﬁl—'dy V
=9

und dieser Brueh ist auch eine ganze Zahl, weil z eine solche

1st. Multiplicirt man diese Gleichung mit ¢ und die Gleichung III

in ihrer am Beginne dieses Paragraphen verkiirzten Form mit f,
so folgt:

2

S
dz = d/q! v | und fir, = d/f—*_f! :
S e
subtrahirt man die erste von der zweiten Gleichung, so ist
2 1
[r,—dz = —dz‘g_t/-— Vi
.

Der Zihler dieses Bruches ist eine bestimmte Zahl, welche
mit § bezeichnet werden und Stammzahl heissen mag, weil
thr alle ganzzahligen Werthe von 2 entgtammen; es ist somit

S = d*g—+f* VII

2. Haben d und f einen gemeinschaftlichen Factor, so kiirze
man die Gleichung VI dureh denselben ab; dieser Factor ist
somit aus der Stammzahl wegzulassen.

J. Enthalten ferner d, f, g, den Primfactor v, und zwar f
mindestens in der zweiten, ¢ wegen der bereits oben erwiihnten
Abkiirzungen in der ersten und  in irgend einer Potenz, so ist
jedes ganzzahlige 2z, und z dureh y oder eine Potenz von v
theilbar.

Denn es sel d = v?4, = v'y, g = vy, s0 18t

1

v og+v'y
¢ —vy

ist ¢ prim gegen v, so ist @, ein Vielfaches der niedrigeren de:
twel Potenzen »» und v; fiir ¢ = ¢, aber ist x, ein Vielfaches
von jener der zwei Potenzen v# und v—!, welche den kleineren
Exponenten hat.

 Weil ferner 2 = ga,—d, so ist auch z ein Vielfaches von v~
oder v, somit sind @, und 2 durch die kleinere der Zahlen v,
und y*—* theilbar.
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Fiir d = o sind @, uad 2z durch v—' und fiir /= o durch v

theilbar.

Finden sich nun solche Potenzen der Primzahlen v, v/, v, . ..
vor, durch welche », und 2 theilbar sind, so kiirze man beide
Seiten der Gleichung VI durch das Produet dieser Potenzen ab
und lasse dieses Produet auch aus der Stammzahl weg.

Dureh diese Reductionen kommt man aut den kleinsten
Werth der Stammzahl, wodureh die weitere Rechnung bedeutend
vereinfacht wird. Weil aber derartige Abkiirzungen nur mit
numerischen Zahlen mioglich sind, so miissen die Gleichungen
1II und VI als Substrat des Folgenden dienen.

ll

4. Setzt man in diesen Gleichungen ¢ = — | so wird
w
2 2
&y = M. wr und for,—dr = ff;_-?'*“f! Tt
v‘-——_{pr* U—gw

da in diesen Briichen der Factor w* aul die Theilbarkeit des
Zihlers dureh den Nenner keinen Einfluss hat, so darf letzterer
nur soleche Werthe annehmen, durch welche der zweite Zihler,
d. i. die Stammzahl theilbar ist.

5. Man zerlege daher diese Zahl in ihre einfachen und zu-
sammengesetzten Factoren und setze, falls ¢ positiv ist, jeden
solechen positiv und negativ genommenen Factor dem Nenner
2*—gw* gleich, lasse hierauf w die Werthe 1, 2,3, 4,... durch-
laufen und sehe, fiir welche dieser Werthe #* eine positive Qua-
dratzahl wird. Wiirde fiir w =&, ¢* = * (eine Quadratzall),
somit v = —+/, so kinnten +-l; oder -—,;—-, fiir ¢ 1n III ein-
gesetzt, diesen Brueh in eine ganze Zahl verwandeln, wovon
man sich dureh Einsetzen dieser Briiche in III iiberzeugen muss;
dabei gibt es flir die Griosse von & und / keine Grenzen.

.

6. Ist ¢ aber eine negative Zahl, so diirfen blos die posi-
tiven Factoren der Stammzahl dem Nenner v*—+-gw?® gleichgesetzt
werden; nun liisst man « in 1,2, 3, 4,... iibergehen, bemerkt
jene Glieder dieser Reihe, welche fiir «* positive Quadratzallen

diefern, und erprobt die getundenen Werthe von ; durch Sub-

sitzh. d. mathem.-naturw. ClL. LXXV. Bd. Il. Abth. 2

‘_t _-‘;
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stitution fiir ¢ in die Gleichung IIl; die Rechnung findet ihren
Abschluss, sobald gw® gleich der Stammzahl oder grisser als
diese wird,

7. Im Hinblicke auf die Gleichung III, welche die Form

A+,
2 = —

a
annehmen Kann, wird man fiir ., nur solche Werthe suchen, die
um 4 vermehrt, eine durch « theilbare Summe geben. Wiire etwa
m ein Factor von a, so sind — wegen a prim gegen 4 — alle
durch m theilbaren o auszusehliessen, da sie blos solehe @, er-

zeugen, welche Vielfache von m sind.

S. Hiitte 1m Nenner von III der Faector « vorzukommen
(§. 1, 7), so ist dieser Nenner nur jenen Factoren der Stamm-
zahl gleichzusetzen, welche dureh « theilbar sind; die anderen
Faectoren von § sind nicht zu gebrauchen.

9. Der Factor « muss aber im Nenner von [II nieht vor-
Kommen, wenn er ein gemeinschafthicher Theiler von «, b, ¢ ist
(§. 1. 1) oder wenn a durch &* und b dureh « theilbar sind (§.1,7)
oder endlich, wenn die Gleichung IIl behufs der Abkiirzung des
dortigen Bruches durch «* mit « multiplicirt worden ist (§. 1. 9);
in diesen drei Fiillen muss der Nenner in III kein Multiplum von
z sein; er kann es aber sein. Ist § durch « nicht theilbar, so
kann kein Nenner den Faetor « enthalten.

10. Zu jedem Werthe von ¢, welcher & in eine ganze Zahl
verwandelt, lisst sich ein zweiter Werth finden, der dasselbe

hewirkt, Lost man némlich die Gleichung

¥ dg—+f
q*—g

&y

nach ¢ auf, so ist

1
g == '2-:}:—1 (d= \/(F+4f.rl+4g.rl’) ! . 1.);

wiire fiir ¢ = n,
__ gn—+f
- nt—yg

Ty

eine ganze Zahl, so setze man sie — hier diesen Scheinbruch —
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1g A.) und es folgt:
ey
“' R l i_i-——dg+(dn’+2fn+dg)
L ._r_li 6, 2(dn—+{")
i s | '
QUSRS et 0 . 1in) fu—+dg

?" H' o .ﬂgmn, qt="'""' dn—l—f;

3‘6 B s

n Substitutionen liefern fiir 2, denselben ganzzahli-
; doch kinnen ¢, und ¢, emander auch gleich sein,
Rﬂfw in 2., Null wird.
t man fiir @ elnen ganuahligen Werth ¢ gefunden und
sets 4- .—gfﬂr x, so dass :

.t A+ |
pigee Woiio —ap= :
*'4q-f,.;.*‘ Q"'—g
' h aus dieser Glelchnng hiinfig zwei rationale Zahlen
FMA wir mit ¢, und ¢, bezeichnen. Die vier Zah-
/y ¢y geben numerisch gleiche Werthe fiir 2 und
va]ente Substitutionen heissen; mit ver-
ueiehen in die Gleichung III emgeaetzt liefern

- R éﬁhe fiir a-.
e 3 "ICRTRR .
a. .'- ,f' - #*Exampell -.' 2 -
1. L WYEL N = i -~ '

k& 16p—+40
x4 8p*+-2p—T’

iﬁ

niney,

W'ﬁ'zg‘— < '1'\;+ TR '[II
1 1I, ye '. ‘!\‘; Q‘!l]tk} | S t : = 1 i
. ,, 1('M‘“---B-‘-er oder S—=1. 2' 34
ST TY ik s "k}j} §___ ARG

——

£(3, 6, 9,12, 18, 24, 27, 36 4, 72, 81, 108,
' | _u:n_ TSI ATt . . ”I 5_“ | t[

. v In v ( -
ere _:éﬁnung wegen iﬂ- meht , e

"\l gy =" I -N MBI

*J'A‘b W‘!& MB”IJ
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in IIT durch 3 theilbar sein muss, so wurden die durch 3 nicht
theilbaren Factoren der Stammzahl sogleich weggelassen; da

‘ (+x ; . .

ferner, wegen @ = — ! die Zahl #, — d. i. der Bruch in
III — kein Vielfaches von 3 werden darf, so ist auch dem w
kein solcher Werth zu ertheilen; nun lasse man w in 1,2, 4, 5,

s

{, ... ftibergehen und bemerke jene Werthe von »* welche
Quadratzahlen sind :

w 22w? v q &2 : P
1 22 16 + 4 —28 — 1
20 =B 3 D —92
49 <4 3 5 2
2 38 (4 + 4
16 — 2 — 4 1 =41
100 —+ 5
196 -+ T
169 i-l.:; 3
4 3D2 .
D HH0) ¥
_ 32 4
{ 1078 1024 - = g

12. Zweites Exempel.

bpt+6p+27 .. 28p—+-56
. 3p*—2p—+D RAOF. 98 2N v+ Ip*—2p—+9
g+1 _.
fir p = 3 wird
284+ 196
B L i P _
Ir—9 = &, 14
\ 2 29
S - s i — 126 ; hier wird die Stammzahl durch

28 %X 14
28 dividirt, weil d = 28 und f= 196 durch 28 theilbar sind,
und sie wird ferner dureh 14 dividirt, weil d und ¢ den Factor
14 enthalten und in f das Quadrat von 14 vorkemmt. (§. 33).
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- Auch hier sind die durch 3 nieht theilbaren Factoren der
Stammzahl wegzulassen, und fiir « ist kein Vielfaches von 3 zu
setzen. Es ist sonach:

et — (3, 6, 9, 18, 21, 42, 63, 126) —14uw?.

w 44w p? q X, 2 P
1 14 | <2 14 ” o
4
49 —1 0
9 56 # e = ¥

Da w kleiner als 3 sein muss, so gibt es keine rationalen
Zahlen fiir ¢ und p, welche @ zu einer ganzen Zahl machen.

Auf diese Weise lassen sich fiir ein negatives alle und fiir
ein positives ¢ beliebig viele ganzzahlige Werthe von 2 finden,
falls solehe existiren, doch wird die Rechnung listig, ja selbst
unausfithrbar, wenn w griossere Zahlenwerthe erhalten muss.

8 4.

1. Die in §. 1. 7. binsichtlich des Factors « erirtete Eigen-
schaft des Bruches in III bietet ein Mittel die Rechnung auf den
Fall w = 1 zu besehriinken, wo ¢ eine ganze Zahl ist.

Liefert die Stammzahl S keinen brauchbaren Werth fiir ¢
und ist 2 der grisste Faetor von «, der im Nenner von III —
und somit auch in § — als Factor vorzukommen hat, so setze
man mit Beriicksichtigung der quadratischen Reste den Nenner
o*—gw* = o eventuell = =22 und = T=4«, wofern § durch
letztere zwei Zahlen theilbar ist. Wiire keine dieser sechs Glei-
chungen moglich, so sind der Stammzahl in natiirlicher Ordnung
Vielfache von « zu entnehmen und an die Stelle von « in jene
sechs Gleichungen zu setzen. Wiire «f ein solches Vielfache
so diirfen 225 und 4«2 nur dann verwendet werden, wenn sie
Theiler von § sind.

Fiir 2 = 1 sind die aufeinander folgenden Factoren von §
als Zahlenglieder jener sechs Gleichungen zu beniitzen.

Hat man auf diese Weise eine in ganzen Zahlen mogliche
G&oiehung gefunden — sie heisse die erste derivirte Gleichung
— 80 bestimme man fiir dieselbe die p- Function und suche

.
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aus dieser einen ganzzahligen Werth fiir w, dem ein ebenso be-
schaffener fiir v entsprechen wird. Sollte sich aber auch aus der
nenen Stammzahl kein soleher Werth fiir « ergeben, so bilde
man sich aunf eine der oberer dihnliche Art die zweite derivirte
Gleichung »*—gw,® = T« ... und setze dieses Verfahren so
lange fort, bis man auf ein ganzzahliges w, und ¢, kommt; dureh
Einsetzen dieser Zahlen in die p-Function der vorhergehenden
Derivirten findet man w,_, und »,_, und durch weitere recurrente
Substitutionen schliesslich ein ganzzahliges ..

2. Kann ein quadratischer Faetor von § in eine derivirte
Gleichung als Zahlenglied eintreten, so wird dadurch die Auf-
findung der zugehirigen p-Function erleichtert.

3. Kime man auf eine derivirte Gleichung, welche mit einer
bereits vorkommenden Gleichung identisch ist, so muss statt
jener Derivirten eine andere gesucht werden.

4. Ist man bel einer hiheren, etwa der dritten Derivirten
angelangt, so sind belufs der unmittelbaren Auffindung von w,
mindestens aus der Gruppe (—+a, 3-2«, T4«) alle zulissigen
Gleichungen zu beniitzen und erst, wenn keine derselben ein
ganzzahliges w, liefert, ist von jeder der zuletzt behandelten
p-Functionen auf die niichste derivirte Gleichung iiberzugehen,
weil sich sonst in manchen Fiillen (namentlich wenn g eme
grosse Zahl ist) die Rechnung in die Liinge zieht, und man ent-
weder fiir 2 nicht den kleinsten Werth findet oder eines der w
nicht ganzzahlig ausfillt . |

. Auch kann es vorkommen, dass sich fiir die gegebene
Gleichung oder fiir eine der Derivirten die p-Funetion nicht
finden lisst. Wiire y* = ga*+k eine solehe Gleichung, so setze
man y = gz-+r; dann 1st

Rl
x* = g2*+2rz : k;
. Y
wiire k=g, also k = gl-+m, 80 1st
®
Tt = g+ 2re—I + / : b, (A3

{ Fiir p-Functionen welche von Gleichungen abgeleitet sind, die
keine ganzzahligen Wurzeln besitzen, kénnen auch die derivirten Glei-
chungen nicht in ganzen Zahlen gelist werden.




—_—

Neue Methoden z. Auflés. unbest. quadrat, Gleichungen ete. 20

da dieser Bruch in eine ganze Zahl » iibergehen muss, so suche
man ans der Gleichung 1* = gn-+m alle ganzzahligen Werthe
fiir r, die Kkleiner als ¢ sind, d. h. man bestimme aus der Con-
gruenz »* = m (mod. g) simmtliche Wurzeln der ersten Periode

und setze von diesen alle, die kleiner als g sind fiir » in die

Gleichung (2); dies gibt eine Reihe von Gleichungen, von denen,
wenn fiir 2 ein ganzzahliger Werth existirt, wenigstens eine fiir z
eine ganze Zahl liefert. Wird fiir einen Werth von » das Binom
n—I! eine Quadratzahl ¢, so ist fiir 2 =0, x = ¢ und y = r.
Offenbar lassen sich aus diesen Gleichungen, in denen z positiv
und negativ zu nehmen ist, alle Werthe von « finden, wenn die
Anzahl derselben eine begrenzte ist, was fiir ein negatives ¢
eintritt.

Ist ¢ eine Primzahl, so erhilt man fiir » zwei Werthe, und
somit nur eine Gleichung mit der Variablen z. Hat z einen gros-
seren Zahlenwerth, so suche man fiir z die p-Function und aus
derselben ein ganzzahliges z.

Die Gleichung () nennen wir die der z-Funetion.

8. b.

Auflosung von Congruenzen fiir einer zusamme n-
' gesetzten Modulus.

= 109 (mod. 420) oder y* = 4202+ 109; flir r = 1 wird
Y= 23, also y' - 420(.’!‘ — 1)—1—529 == [p(,p_ 1)_23]2, hieraus

r = 1—1—223])_:-210
el P
und fiir p = 2¢
o)
somit
"

q=j—_(l,3’ .'.-)’ 7, " ..-).

Die Anzahl der incongruenten Wurzeln innerhalb der ersten
Periode ist hier 2* = 16; man sectze
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und ertheile dem Nenner » die zwei kleinsten positiven und nega-
tiven Werthe, welche obige ¢-Funetion in eine ganze Zahl ver-

wandeln; so wird fiir ¢ = -
"
23 +21n
r= ]l TS ST TY.
O . i
fir n= 2 1 — —8

wird
y = 107 317 103 313.
Ebenso findet man fiir jeden der drei anderen Werthe von ¢
vier Wurzeln, welche hier in natiirlicher Ordnung folgen:

y = 23, 37, 47, 102, 107, 163, 173, 187, 233, 247, 257, 313,
317, 373, 383, 3917.

Hat der Modul weniger Factoren, so gentigt es fiir » blos
den kleinsten positiven und den kleinsten negativen Werth zu
setzen. ‘

8. 6.
Das Pell’'seche Problem.

1. y* = ax*+1; setzt man ax*+1 = (par+1)%, so folgt:

—2
X = P und y = pr—+1;
pt—a
fiir diese p-Function ist § = 2« und wenn « eine Primzahl
, . S ot : v
bedeutet, so ist § = 2; denn in diesem Falle 1st fiir p = -
—2vw
v o=
UV —aQw

setzt man v® = aw*+2a, s0 muss v = av, sein; dann Kommt

w* = ar*,—2, und wiire hier v, = m, w = n, s0 wiire v = am
und
—2amn
Ilf" _— —_ —”!"-
2a

Dann aber liefert die Gleichung »v* = aw®—2 auch die Werthe
w=m und v = n, Somit




%
§
[
=
®
e
2
o
o
=
=
=
7
e}
=
e
or
o
1
ot

Iy
- | AL . ' | '
J "fsf der Primfactor « in der Stammzahl iiber-
l N wegg hssen werden; also § = 2.

-—2vw )

el Iacr ol
iﬂ'ﬂn 13901;'——” .o i 100w’+(3w-+—1)(3w— 1),

:ﬂm!‘ AR \ Moo IOP — 109
e 3w = 1 2 i —509

Js “

efe kem w; somit
ogt-3 . .= (Llte,)t— (2w, +1)(2ie,—1)

11p,——109

1—2 Ppri—109

Mts also
09 wh —4. . .= (10w,,)’+(3w+2)(3w—2)

4 ‘
I—im”':_"‘i(l)gg ...S, = 36x109;
: #l Al

2 — 121 "i"p“ unﬂ fiir p,, = —11 ist w,; = 25
& Jﬂﬁ:w, W= 8515% » = 8890182

14 fff 24,4 55.100, y — 158,070.671,986.249.
' _{‘mﬂ :’ﬁ‘fl‘l '*3Il Nyl b . - : -

-5!53"-!.‘"% 3‘(&3’ + 1)(6w1-1)
g = ¢
1 L’ili' s d—%-—"-'h 'I..._ 109

e -V "Mﬂlﬂ-i’g‘ 109 ' il At

-”1\ "__-'-. S i )

Im' 23 N e&s"

[ | _.| ‘._F J

r. ._L -f_ *

# . —&-12(3»"—1-1)(3@0"—1) L 1
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S, = 216X 109; hierist 109—9 = 100 = ¢, und fir ¢, = 10
wird
a0, =134 . 0==851020 ) .
) B [ wie oben.
v, = (3,, v,=1399, » = 8890182 °
Hieraus ist zu ersehen, dass oft mehrere Factoren der Stamm-
zahl dasselbe leisten; auch kann die Zerlegung der Binome

aw®-+-b in den Derivirten oft anf mehrere Arten geschehen.
Wiire in der ersten Rechnung die zweite Derivirte folgender

Weise zerlegt worden:
v, = 109w 2+ 3 = (16w,)*—3(Tw,~+1)(Tw,—1),

s0 kiime

und weil die Stammzahl hier kein ganzzahliges w, liefert, so
setzt man

Py, o 109w§l+7 =(192{?“}2-—7(6?#”+1)(6w“—1)

und
19p,, — 109
B . oa .y e T
ne,, 1-2 Pt — 100
S, = 504109 fiir 109+-12 = 121 = p?, ist p,, = —11 und

w0, =9 ,  w =913 Ty
q : i t'

3. Ist fiir die Gleichung »* = aw®-+-b diese Zerlegung aus-
zufiihren, so setze man »* = d®w?—+(a—d*)w*-+b und die Deter-
minante —b(a—d*) = ¢* und trachte diese Gleichung nach ¢ und
« in ganzen Zahlen aufzultsen; gelingt dies und ist 4 positiv, so
bestehen die Gleichungen

b — mf* und d®*—a = m?;
dann ist
v* = d*w*—m( e — ) = [dw-+p(yw—p)]?
und hieraus

ol ﬁp‘—— @m
 ypt+-2dp—+my
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T

e 3
r u’f’ﬁﬁ P

. (lp;i— my
'}’P'—!— 2dP+M7

m’

irﬁ '}TW"_-“ i I:

; "_".-?;.*:_;\"{_._ Mg b . s
iir ein negatives b ist
7 EE e A ! -

8o s “ h

1.'-. b= ”‘ﬁ'? it = my*
R ‘1."#.(7"" i ) = [dw-+-p(yw—B)]*

.r-'i'f!: i 1ﬂ:“ 15001 Ii.{ - e

w szp

dp—my ,
i—|-§d —m
1_1@,,,. 5“! fne trdin va P 7
hﬂ‘t “H}"J" ”I IIH 19191
..t; WS .s
lmld Mini : dq—a
- 0

?w = 5—25

& 8 ..I lm')4‘ "
'.1:.*1-‘,‘.." ‘ h‘\]

M)

'\

et =t B | | |
M H) nnd N') konnen nach erfolgter Zer-
en sofort gebildet werden.
. th Iiﬁht ﬁg‘hdt, 0 gelingt es manchmal

m’# 2 "Pond? T 8
-h')-ﬂdﬁd(w’w%d'\;

.'HII‘"I " ql 3TN I 11 R 13 '-"'

Mol n._-;hr. -

Ny

im’l*ﬁ = 1) Al 1-.‘:{" LITsg ¥
Y — M Ij___.'r sy

: &*—- == ]r;nl,i,
_":1 1y, '

-

._ !:4 ﬁrlt 14 ""' ,1*1?’! i'li’lt!
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6. Zweites Exempel

e 2vw
p:—331wt’

v = 331w —2 = (13w)*+2(9w—+1)9w—1)

S =2

y* = 3310%+1, ==

13p—-331 . .
( Y R . = 324\ 3: , _ !
Ow = 1—2 po— s S, = 324331 liefert nichts

v, = 331w,*+9 = (p,w,+3)"
hieraus

___ 5p, L &
"y =k 8,y = 0

somit kann der Nenner dieses Bruches nur solche Werthe
erhalten, welche Theiler von 6 sind. -1 fithrt anf die gegebene
Gleichung; —1 ist unmoglich; —2 fiihrt auf die erste Derivirte ;
+2 ist unmoglich; —3 liefert nicht sofort ein brauchbares p, ;
—+3 ist unmoglich, ebenso —6; somit bleibt blos 46 und da ist

vt = 331wt +6 = 620w}, —6(49w}, —1)

und

Tw, = 1—2 2;%:'_‘:};?1 s 8, =12x49, 331—7=324 = p},;

o P = AT 'Z‘l‘i & "31 . fir p, = — f-:_)_l ist ": ¥ 33?8 ;
fiir p = Bigg wird ”; :_ 232‘;2227 und

v = 153,159.067,394.476 |

y— 2.178,719.023,511.331 § 41¢ Kleinsten Werthe.
e 7 : ) . |

Wiirde man die zweite Derivirte so zerlegt haben:
v,* = 331w*+9 = (166w,)*—9(5d*w,*—1)

80 wire
166p1—331

— ] — =
P, pi—331

und weil S, nichts gibt, so setze man

S A BTt AR
vy, = 331w, —DD:
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..--' i

RV e
-Funetion ﬂlr wy mcht ﬁnden lisst, so sei

| ﬁ._.-.ir.h
l. "I" ‘-

B ,’.“ ﬂ“ 331z+r,

ﬁl!ji' AM
l'ﬂF'”'“'t { 2 | r’+55
s 331; —+—2rz—+— ~§37

'[I‘ i) I‘J'

h?:i ‘1‘*& — 55 (mod. 331);
| R l 4' { )™ | oy
et sich ‘# = 40, r, = 291.

A !'.*Fi;,. "‘ 4(C |I ’,llﬂ"'- "H T
| L_% ‘ Wﬂlb {1 A
M-m f?li*ﬁ?“ 331z’+80z+J

l'!bt*tb“ =16, vy ==291 wy = 455 wie oben.
'- ‘-ieﬂ Werth von z nicht so leicht gefunden, so
hﬂiﬂa der Determinante folgende Zerlegung zu

L

|
FAR Ir‘

| _,-_9z+1)(7z+1) = [4z—i—p(7z+l)]

Y"l‘:‘t

Ry uer o
i;ugg,-é 5.7.7.11; 331—7 = 324 = p*;

.
A ;

. . :
b 1 k .r_:.__ - _._ "
B B Y 1)
- f : ‘.‘ »
-.1 y "_l' LS §

4; —,291 ggaetzt habenpso whre
- | Eﬁ%"’ 33lz’+582z+256

Lﬁl ‘b“ = 291 wie oben.
w* i

) l Mi

‘iﬁdll gyl h-i-%i_

» ' ’
*'*' . ,| n[ [ /] 1-—39710‘.
-_. ) le‘! ‘ || "m"‘l) — ' - 'l'] ' A

Wa-sel.?:;-l = (61a)'+(19‘w’ L1y
B e g
3 “*3 =5 !S‘ l‘l 190, 39* Hefert niohis,

i.‘.b:'._--;'-' S ﬁ-ih"] ". (19 ..T' ".\ -:“'

2 m,, lﬂméﬁﬂ})'—l 31&1‘!-}-—1),] 3 ¥

]

Ht"'ﬁ . = ti
o ' .

B

r _,'r_-.'i‘
- .,1.._ A

o] ’“T ‘!i."h 'l rl ”"tl' Tl:t:‘: : ' {*r‘ "E: - %
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o, = 397w, +9 = (pyytoy+3), wy= o L, S =6,
Py—991
Py =20,
w,, =40 , w, = 18951 , w = 1027776565
v, = 197, o, = 377096, v = 20478302932 und

v = 42,094.239,791.738,433.660
y — 838,721.786,045.180,184.649.

8. Setzt man bei diesen recurrenten Substitutionen jedes p
mit seinem eigenthiimlichen Vorzeichen in die zur Bestimmung
der » dienenden Gleichungen ein, so findet man die » schneller
als aus den derivirten Gleichungen, woselbst die Quadrate der w
berechnet werden miissen.

9. Viertes Exempel.

— 2ew
g 2 i . _
y* = 12312*+1, x = 193102
v = 1231w*+2 = (41w)*—2(15%w*— 1),
somit
i S o oa 41p—1231

p*—1 231 °
da die Stammzahl den Dienst versagt, so ist
El’ —- 1231w,‘——-15 — 16:012—1—-15(81‘&01!——1)

hieraus
9 4p,—1 231
pf—1231 :

w, = 1—

auch hier bietet §,, nichts Brauchbares; daher

| vy, = 1281wy, +9 = (py0,,+3)",
hieraus

P Siyg = 6;

Mt 1231

fiir Py = 35 wird
w, — 35, 1w, —41479, 1w — 40825882727,
v, = 1228, o — 1456316, v — 1432400982351.

r= 58.479,034.523,501.522,751.177

y = 2,051.772,674.240,109.318,487.200 die kleinsten Werthe.
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e

Wenn a eine zusammengesetzte Zahl ist, so setze man zur
Aunffindong der ersten derivirten Gleichung den Nenner v?—aw?
den aufeinander folgenden Factoren der Stammzahl versuchsweise
gleich, bis man mit Beriicksichtigung der quadratischen Reste auf
eine in ganzen Zahlen mogliche Gleichung kmmt.

Bei der Untersuchung der Gleichung »* = aw®*—+b beschriinke
man sich nicht auf die drei Bedingungen ihrer Méglichkeit, son-
dern dividire auch noch jede Seite durch 3 und 8 und sehe, ob
die Reste diesen Divisoren entsprechen. So sind die Gleichungen
v* = 103w*—1 und »* = 153w®—2, obschon sie den bekannten
drei Bedingungen entsprechen, in ganzen Zahlen doch nicht
moglich, weil die erste Gleichung durch 3 und die zweite durch
8 dividirt, auf ihren rechten Seiten Reste lassen, welche diesen
Divisoren nicht entsprechen. Doch gewiihrt auch dieses Kriterium
keine Sicherheit, wie an der Gleichung +* = 101w?*+-19 erprobt
werden kann, indem sie allen jenen Bedingungen entspricht, und
in ganzen Zahlen doeh nicht zu losen ist.

2. Erstes Exempel.

AR — 2vw
y’=b10;v’—+-l, .’L'—-‘_—"—? TV
v"—0 | Vw

S = 610 gibt kein ganzzahliges @, —

v* = 610w*—1 = 520w*+(8lw*—1)

23p,—610

Qw=—1-2 p,’—ﬁl—h— , &, = 81.5.61 liefert nichts.
v, = 610w,*+9 = (p,,w,+3)?,
hieraus
6p,, v = oo,
w, —Pfl:__ﬁlo, S“ = 0.0.01 ]
fiir Py = 20 wird

w, =10 , w=2909 , — 418005846
o, = 247, o= T1847, y— 10323982819.

P .
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3. Zweites Exempel.

t — 9la*+-1, &= —
s R tide r?—91w?

S = 2x91 gibt nichts; *—91w* = —1, = +2, = i—T, —14
sind unmdégliche Gleichungen;

r? = 91w+ 14 = (21w)*—14(25w*—1)

fiir p, = 9 wird
W == ]] y = ]GD,
v = 105, y=10(4.

4. Drittes Exempel.

—2vwe
v —81Tw?

yl — 517.!"—!—1. qJ =

S=2.19.43; r®* —81Tw® = —1, = +2 sind unmiglich;
P = 81Tw®*—19

ist moglich, doch die Zerlegung schwierig; somit

r = 8172471,

also
r2+19

B¢

w? = 81722+ 2r2+
fiir r = D7 wird der letzte Bruch = 4, also w = 2, v = 57 und
x = 12, y = 349.

Andere Auflosung.
Yt = 8174241 = (3la)*—(1442*—1),

also
- 31p-—817
1200 =1 -2 o |

D. Viertes Exempel.

! ~ M ! . L4 .
Tk Wi =16 ¢#—19°

_I
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§ = 19 gibt nichts.

o = 19w+-1, w=
§, = 38 liefert nichts:
ot = 190, —2 — 1,*+-2(9w,*—1). . . 3w, = 1— 3312—15 -
8, = 36 19; fiir

| 13 170
fouRer T30 4 T3y
w,=3, w=39
9 =—19," =110

wird

§. 8.
Auffindung neuer Werthe der'Unbekannten.

I. Kennt man fiir die Gleichung y* = aa*+b zwei Werthe
von @, deren einer auch Nall sein kann, so lassen sich mit den-
selben oft nene Werthe von &, und wenn b eine Primzahl und «
positiv ist, in beliebiger Anzahl finden.

Es seien a,, y, und x,,, y,, zwei Paare bekannter Wurzeln
dieser Gleichung, so ist die p-Function fiir

= - S ylp .
r=x,—2 i s <LDY 3
setzt man p — 2% | so geht (7) fiber in

L4

2.‘/13!11"‘"""1‘”11

o eadiad B 5 hd - (4)

Der Annahme zufolge ist:
y" = az,"+0, y;, = ax3 b,
und nach vollzogener Multiplication beider Gleichungen ist

od by —ate fa = ab(x )b
er

(Y ¥y +ax 2 (Y, Yy —ar 2y ) = bla(w—+a,)+b];

ist b eine Primzahl, so muss einer der linksstehenden binomischen
Faetoren und somit auch der Zihler des Bruches in (A), welcher

sSitzb, d. mathem.-naturw, Cl, LXXYV. Hd, II. Abth.
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diese zwei Binome repriisentirt, je nachdem man

p=—+—:y—“ oder =— — A

LT Ty

gesetzt hat, durch 4 theilbar sein; in diesem Falle wird fiir 2 stets
eine ganze Zahl und zngleich ein neuer Werth erhalten.

Wiire b jedoch ein Produet, so kann es vorkommen, dass
ein Factor von b in y,y,, +ax @, der zweilte aberin y, y , —ax 2,
enthalten ist, und dann liefert jene Substitution keinen ganz-
zahligen W erth fiir .

In dieser Rechnung muss das zweite Glied des Nenners
p*—a, d.i. die Zahl a der Coéfficient von 2* sein; wiire jedoch
die p-Funetion dureh v* abgekiirzt worden, so miisste der Bruch

'-3—:}'—1 durch v dividirt werden, danit der obige Satz Geltung habe.
1

J. Erstes Exempel.

y: — ll;L"—i—l,
da T, = O, 80 18t
_QP \ ¢
x_p’——-ll’ S = 2,

und fiir p =3 wird x,, =3, y,,= 10, fiir p = 13—0Wird @, = 00

und y,.., = 199.
4. Zweites Exempel.

y* = 302*+-91;

hier ist X, = 3, Y, = 19, somt

19p—-90  , _
r=93--2 230 8§ —00.91;
daraus findet man fiir

= 61 11 29,389.
Setzt man nun mit entsprechendem Vorzeichen

sauddy 29 6]
P———‘i— 5 I"l'.---

s0 kmmt
&= ¥ +113 *
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ﬂI’P — }11 wirid

¥ Yy — @y, = 19X11-30.3.1 = 119 durch 7 theilbar;
Y,y +ax @, = 19X 8931 =29 , 18 ,

aber es ist weder 119 noch 299 durch 91 theilbar.

1
n

g"g.

Fortsetzung.

1. Sind in der Gleichung y* = ax*+-b drei Werthe von
bekannt, so lassen sich durch Addition und Subtraction der
gefundenen Wurzeln neue Wurzeln, und wenn « positiv ist, in
beliebiger Anzahl finden. Sind @, y,, ¥y, ¥y, @ Y, diesebekannten
‘Werthe, so setze man

in die Gleichung

da folgt

l(yz+y3) ‘—Mt(.'v_:j—fﬂ) g .
(.'Iz-*—y 3)! = (..:'Jl:'2 —+——.-L'3)* k‘l 2+ € 3)

r = :r,——?y

 .oder
" yl(yr".?ln)—ﬂ':l’t(-ﬁ—i—-ra) (wy—y): (4)
Yol ;X2 g+

.:!,"'--::L'i

Aus den Gleichungen

y!’ — (I.L'zl-ﬁ—,) % (,{)
Yt = a0

folgt durch Multiplication
Ty Uyt 0yty) = by )b ()

and wenn man die linksstelienden Binome mit « respeetive v nnd
das rechtsstehende mit w bezeichnet, so ist

-\

w—+bv
v

we = w and wu—+b =

-ﬂhﬂ éiﬁﬂ)j#ﬁ?ﬂ"bﬂ,‘ d. 1.

)

°F
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v(u—+b) = ab(w )+ b*+by,y,+abr,r, =
= tb(xy—+2y) +b(u—+b)
und hieraus

..l'

(u+b)(r—b) = ab(x,+ax,),
das ist
(Yo¥s—ax:23+-b)( Yy, +axyr,—b) = ablx,+a,)* (B)
somit
ab(v,+v,)
Yol g+ 2,0~

YoUs— AXyXq—+0 =
in (A4) substitnirt:

PR ___ [yt(yt‘*‘ya)""”'_"'1(*"':""‘"'3)](9:.'/3‘*:‘f""_:_'}':; —b) (€)
: nb(xy—+a,) .

Aus (4) und () folgt bei obiger Bezeichnung

uv = b(y,"+y,t—b),
somit

o(u—+b) = by, +y3")—b*+byyy,+abryr, =
= b(Yy+¥,)" —b(Ypys— axgry+b) = b(y,~+y,)* —b(u—+b)
und hieraus

(e—+b)(v—+b) = b(y,~+y,)*
somit

b(.yz“‘ya)t
Yol g+ A2 g+ b

Yo¥s3— a‘vz"':;_*_b —

in A) substituirt:

A [.'h(y:j‘!/a)_"'”1(:77:‘*""3)]@:3/3“*‘“"’z‘rs"‘b)(-rz"‘-'f'a)
b(Yy+Y3)"

Vergleicht man diesen Werth von 2 mit dem obigen in (C)
stehenden, so zeigen sich verschiedene Zihler und Nenner; die-
gser Unterschied muss aber nach vollzogener Reduction ver-
schwinden. Zuvorderst hebt sich in beiden Briichen der grisste
gemeinschaftliche Theiler m von z,+a, und y,—+y,, so dass fir
xy+x, = mk und y,+y, = ml, die Nenner dieser Briiche in ak
und /# tibergehen, wenn man vorliufig von & absieht; weil aber
k prim gegen / ist, 5o muss £ hinausfallen und es bleibt « und 2.

r=2,

. (D)
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Nun sel a = pa, /*= pi und « prim gegen 7; dann miissen =«
und A sich heben und beide Nenner gehen in p iiber.

Enthiilt p. keinen quadratischen Factor, so ist [ durch .
theilbar; wiire aber p ein Vielfaches von v* — wobei v eine un-
gerade Primzahl bezeichnen soll — so miisste v* wegen der
Gleichung

Yo' —Ys® = (@, —.r,%). (r)

auch ein Theiler von y,+y, sein; denn wiire letzteres Binom nur
durch v theilbar, so miisste auch y, —y, und demzufolge y, und y,
dureh v theilbar sein; dann aber wiiren 4 und « Vielfache von »?
und map kionnte die gegebene Gleichung durch »* abkiirzen; so-
mit muss y,+y, den Factor v* enthalten. Zwar kinnte beim Ab-
kiirzen von y,+y., und @,-+x, der Factor v oder »* sich in diesen
Binomen heben, dann aber wiire die rechte Seite der Gleichung
x durch »* respective »* theilbar, und y,—+y, miisste den Faetor
v? respective v* ebenfalls enthalten, so dass nach erfolgter Ab-
kiirzung in / der Factor v* zuriickbleiben wiirde. Es muss somit
I durch jedes p, welches keine geradgerade Zahl ist, theilbar sein,

Wiirde jedoch p den Factor 2° enthalten, so miissten 4 und
siimmtliche y ungerade Zabhlen sein; y,+y, wiire dann durch
2?71 und y,—-y, durch 2 theilbar; kiime iiberdies in @,~+a, der
Factor 2™ vor, so miisste y,~+y, ein Vielfaches von 2°7+m—1 gein,
so dass nach erfolgter Abkiirzung der Binome y,—+y, und a,+x,
in { noch immer 2°**—! verbliebe, und weil der zweite Factor im
Zihler des Bruches in (€) wegen der Beschaffenheit der Zahlen
a, b, y,, y, ebenfalls geradzahlig sein muss, so ist der Ziihler des
Bruches in (€) durch 2** theilbar.

Die Briiche in (€) und (D) kinnen somit nach erfolgter
Reduection keinen griosseren Neoner haben als b.

Ist b eine Primzahl, so wird wegen der Gleichung (B) a stets
eine ganze Zahl; ist  aber ein Produet, so kann ein Factor von
b im Nenner zurlickbleiben, und dann ist 2 ein Bruch.

2. Da wegen der Form der gegebenen Gleichung die Werthe
der Unbekannten positiv und negativ genommen werden kinnen,
80 reprisentirt das Binom x,+a, folgende vier Verbindungen:

und da ein Gleiches auch fir y,—+y, gilt, so ergeben sich fir d

‘ i
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folgende acht Briiche :

Ll 9:""3/3_, 4 .'/2'_".‘13_’ 4+ P Ys -~ Y2—Y3

o . ' B A . i T MY s pades 9 ’

mit denen der Versuch, einen oder mehrere neune ganzzahlige
Werthe fiir @ zu finden, zu machen ist.

3. Das Einsetzen dieser Briiche kann aber nur dann Erfolg
haben, wenn der Coéfficient von &% niimlich die Zahl o« im
Nenner der p-Funetion intact vorkdmmt; wiire jedoch dieser
Brueh durch einen quadratischen Factor vou a, etwa durch 2
abgekiirzt worden, so miisste -auch jeder fiir p einzusetzende
Bruch durch v dividirt werden.

4. Da in dieser Rechnung 2, y, fiir 2, y, gesetzt werden
kann, so gilt dieser Satz auch dann, wenn fiir 2 blos zwei
Werthe bekannt sind, und hiiufig lassen sich schon mit 2, und a,
neue Wurzeln finden; in Peel's Problem jedoch sind, wenn 2 =0
gezihlt wird, noch zwei Werthe erforderlich.

5. Sollten die zwei Wurzeln 2, und 2, nicht geniigen, so

suche man mittelst der Substitution p = 2 ine dritte Wurzel,

be
oder was noch sicherer ist, man finde fil: @, die idquivalenten
Substitutionen (§. 3, 10) und setze dieselben mit entgegengesetzten
Vorzeiehen in die p-Funetion; besonders dann, wenn vier Aqui-
valente gefunden wurden, diirfte eines derselben ein ganzzahliges
neues x liefern.

6. Bei Anwendung dieser Additionsmethode kommt man
auf alle innerhalb eines beliebig bestimmten Zahlenraumes lie-
genden Werthe von . Auch wenn a negativ und das Zahlen-
glied gross ist, kann dieses Verfahren zur Auffindung solcher
Wurzeln, welche die p-Function nicht liefert, mit Vortheil bentitzt
werden; sonst miisste man aus eivem der gefundenen Wurzel-
paare — etwa aus @, y, — eine neue p-Function bilden, und
mit dieser die etwa noch unbekannten Werthe suchen, was eine

mithsamere Rechnung ist (§. 13, 2).
7. Erstes Exempel.

C11p—30

y2=30.172—|—91, r=1—2 p"—30 y S = 060.91
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| 2 9
z=— 1 3 5 11 71---, f“l‘p= ?+l — 6 wird x = 11
: O+ 3
y—1119 29 61 389..., firp — = 1> — 5 wird o — 11
fiir p = —-6 kommt 2 = 33

- P _— ) " o — 33

die fibrigen vier Werthe von p niimlich

-5 29 —+ lgund il 29— 19
T Y P g
liefern kein ganzzahliges a.
389+19 204 389—19 185
Fiir p= — 3 _..—-—3-7ﬁ1mdim s = — a3
- 3189 : : . 15 4
wird »r —- = weil fiir diese Werthe von p keines der in (B)
rechtsstehenden Binome durch 91 theilbar ist (§. 9, 1). Dagegen
: 389 +19 | : 389 —19
wird fiir p = g =6 und ebenso fiir p = P 5

x = 11 wie zuvor.

8. Zweites Exempel. Um die aufeinander folgenden
Waurzeln der Gleichung y* = Ta*+1 aus den kleinsten Werthen
&, = 3, Yy, = 8 zu finden, setze man in der Gleichung

S
.F——-p!_-,? .P———:d“
da kommt z, — —48, und aus der Gleichung y = pa—+1 folgt
Yy, = —127.
127+8 45 127 -8 119
N s W W =g =

— vom Vorzeichen abgesehen — &, = 76D und y, = 2024 die
anderen Werthe von p liefern » = 3; und so lassen sich noch

Mrp Werthe fiir 2 finden.

AYLEY

—

8. 10.

- 1. Diese Art der Auffindung brauchbarer Werthe von p durch
Addition und Subtraction bekannter Wurzeln ist auch dann an-
wendbar, wenn aus einer Gleichung von der Form
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y’ = axr*+-ba—+e |

ohne Beseitigung des Gliedes ba die Unbekannte 12 durch die
p-Function unmittelbar ansgedriickt wird. Letzteres ist nur dann
moglich, wenn man einen Werth von 2 bereits gefunden hat, sei
es durch Versuche, sei es durch Absonderung eines quadratischen

Gliedes.
Es seien x, und y, ganzzahlige Werthe der Gleichung I,
80 1st

y'= a(@®—a )+ b(e—a,)+y," = [pla—a)+y,]

und hieraus
2y, p—2ax,—b

N —— :L'l— '—.‘—*I;t_a II
und
o (Zax+-b)p—2ay,
By .'/1 . 1)!_" . Il[
Fiir x = E;-;f geht | iiber in
* = 4ay*+(b* — 4ac) 1AY

und da y, und z, bekannte Wurzeln dieser Gleichung sind, so ist

zl — 4a(:y‘-—y,’)—f—zlz —_ [Q(‘y—yi)_*_zl]’

und
= 2z,q—Bay, .
= ' q'——4a !
fir ¢ = 2r und 2, = 2ax,+b wird
. | (2ax,+b)r—2ay, v
¥y=Y ™ — ,

da von dem Vorzeichen abgesehen — was bei y statthaft ist —
dieser letzte Ausdruck fiir y mit dem in III stehenden identisch
1st, so wird jeder Werth von », welcher y zu einer ganzen Zahl
macht, fiir p in die Gleichung II gesetzt, auch & in eine ganze
12_‘;6 in eine solche iibergeht, oder es
wird dies durch einen fiquivalenten Werth von » bewirkt (§. 3 10)
den man aus den bereits bekannten Wurzeln der Gleichung I

Zahl verwandeln, sobald
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finden kann; offenbar muss p dquivalent mit » sein, weil auch p
der Gleichung V Geniige leistet.

In der ersten Rechnung ist y = p(e—x)+y, und in der
zweiten Rechnung ist v = q(y—y,)+=, hieraus

= pg(x—x,)+7,,
und fiir z und 2z, die Werthe gesetat

| 2ax+b = pg(x—a )+ 2ax,+b,
somit

pg = 2a und p = ac .

q
Wiiren oy, @37 ¥, Y33 2, 2, ganzzahlige Werthe der Glei-

chungen I und IV und

2e—2g  20(xy—a)

BT Yo—Y3 o Yo—Y3

ein brauchbarer Werth zur Bestimmung eines neuen ganzzahligen
y, 80 kinnte auch
?_“_(fz_a’a) Sy e
Y2=—Ys o T
ein ganzzahliges « liefern, und dieser Werth von p lisst sich ans

der flir I gefiihrten Rechnung finden.
2. Exempel.

= 2a :

Yy = Ta*—162+-21;

hier ist # = 3, y = 6 also
¥ — T(a*—9)—16(x—3)+36 = [p(e—3)—6]"

und daraus

6p+13
xr=3+2 p’—7 S = 2%83;
-
| . : 87T+9 8 8
firp=—+3 =3 go=3 —3
y= 87 9 ' 1386 138.

.
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8 11.

Auflbsung einiger Gleichungen von der Form
y* = ax?~+b fiir positive Werthe von a.

1. Erstes Exempel.

yt — 637.‘3’—!—575, |
fiir y = 5y, und 72 = », = Da,, geht diese Gleichung iiber in
yit — ]3.'17?'—1—23 [1
fir #,, = 1 wird y, = 6; also ist
bp — 13
.t']l — 1—2 pz.:m-IB y

S = 26.23 liefert nichts; also »®* = 13w*—1, hier ist w =05
18

v=18; flir p = + s wird a,, = 431, ein durch 7 nicht theil-
barer, somit unbraunchbarer Werth; dagegen liefert
P = 158 o0 ol = 1729, ¥y = 6234,

somit ist » = 1235, y = 31170.
Auf andere Art. Hitte man die Gleichung I nicht ab-

gekiirzt, so wiire zu setzen:
Yyt = d*x* +(637—d*)a*+-57D
hieraus
d = 23724—637;

setzt man d= 7o und 9 = T¢ so wird ¢* = 23¢*+13 und fiir
e=1,0=06 uud d = 42, somit

¥yt = (422)*—23(492*—2D)
und
42p—637
prt—637

7.1-‘ — D—10

oder
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S hefer d den Factor 7 nicht enthilt, so kann gesetzt
pt = : —-nl, iﬂllw = D wirdv = 18 und fiir

, i ==

: A_‘. L
.ﬁ-qrw}— folgt x = —1235

tes Exempel
200 —139.. ... = H2*— (139-+d¥)-+d*

""';’"*"'Et&"-i‘—ikq-ll
l - '\t-; :
3& 495'-——(135—11)(22—%1)
3
. ﬁ ";'--;4 ‘r ;—ﬂwhﬁg#' = 52(3'—-—13’)—%—93""
<= '!l'- i
Mnd waini ) *ﬁm_b%p—ﬁ'fﬁ
_1‘*’ ‘&ﬂ’ﬂ'lg't;n 34'5[ | -—-52, w14 1 4
l‘- 1 ‘ ’ ' IR _i_”-_ni |
. S‘ﬁ'1-$*>g,132!” futii' el il T
gilog ia0sh ibuis,
¥ :. | 6 ‘50: Bfe}zéq Wl‘l' ﬂ =:= lﬁw’.—-l
IM ﬂlr q =a==-i:-,)§ kommt als zweiter Werth

M,

t\ I'UIIJ ;\\ DN ) D = \'n.
aie™ sb o

1215~ Ll
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dieser Bruch wird gleich 24 fiir » = 99, also ist

= 39722 +1982+4-2
oder
x* = (dz)*+-(39T—d*)2*+1982+-2,
hieraus
2d*+9007 = +%;

flir d = 3 ist 4y = 95 und

" = 92"+ (1942 +-2)(22+1) = [2+p(22+1)]*

und
g 0Ly WEEOP-
pr+3p—97
oder
o 2g—199
28 = —1+4-2 q,_39~7,

S = 89007 liefert nichts. Also setzen wir

vt = 39Tw'—4 = (191)+4(310+1)(Bw—1)
und
A— —2 ————' i 4 S— 2.

flir r, = —20 wird w=173, v=1:447; und fiir g =+ et wird

173
v = +1041719, 2 = 20756109 und y — 413562542,

8. 12.

Auflosung mittelst Congruenzen.

1. Jede Gleichung von der Form ay® = bax*+c¢ kann so
transformirt werden, dass je zwei der Zablen «, b, ¢ relativ einfach
gegen einander sind; dabei sollen « und 4 von Eins verschieden
sein. Hat obige Gleichung diese Eigenschaft, so bringe man die
(Congruenzen

ay* = ¢ (mod. b) und ba* = —¢ (mod. a)
auf die Form

y* = m (mod. §) und 2* = n (mod. a) (1)
und setze
y® = bu—+m und * = arv-+n
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in die erste Gleichung:; da folgt

abu—+am = abv—+bn—+-c¢

nnd

—um-—+—bn—+c
Ry o d

eine ganze Zahl, weil u—v eine solche ist.

Lost man nun die zwei Congruenzen in (u) auf, so sind jene
Werthe von y und a, fiir welche u—v = d ist, Wurzeln der obi-
gen Gleichung und aus einem PPaare derselben lassen sich mit
Hilfe der p-Function andere Werthe finden.

Diese Methode empfichlt sich besonders dort, wo die Co#&f-
ficienten grosse Zahlen sind, mit welchen die p-Function schwer
zu finden ist.

2. Erstes Exempel.

11y* = 132*+ 71 [
11y*= 71 (mod. 13) und 132*= —71 (mod. 11)
daraus
_ y*= 10 (mod. 13) und 2* = 3 (mod. 11), Il
somit

y* = 13u~+10 und 2* = 11v—+3;

in I gesetzt, folgt u = v. Aus den Congruenzen in Il findet man
fir u=v=2 y=06, 2 =>5; Wurzeln von I. Multiplicirt man
I mit 11 und setzt 11y = y,, so ist

¥t = 143224781 111

und da @ =5, y, = 66, so folgt
bGp—06D

J = 0—221’2_143

wobei
y:l —— p(.’t‘-— 5)—1- 518

8t; §=4.11.13.113; hiermit findet man

P == 11 | 2 13

r= 6,—126 — 149,3019 —6,126
= y, = 17, 1507 —1782, 36102

y= 1, 137 — 162, 3282

i
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Auflésung mit Beniitzung der Methode von Leslie.

Man setze die den Congruenzen in II entsprechenden
Binome
y=0+13n, & =0-+11m,

in denen m und » unbekannte Zahlen bezeichnen, in die Glei-
chung I, so kommt

1302 +-12n = 11m*+ 10m

oder
n(13n+12) = m(11m—+10);

setzt man nun
13n+12 = km, 11m—+-10 = kn

und eliminirt aus diesen Gleichungen m, so folgt

10k—+132 8 e
n — k‘—-—143 y S=22>{‘1

und gibt:
k= 1 11 12
n = —1 —11, —1 202, 12
y= T 137, 7 3282, 162
r= 6 120.. .0 3019, 149
wie oben.
3. Zweites Exempel.
182y* = 165a*+-8D7 |

182y* = 857 (mod. 165), 16Da* = —8DT (mod. 182)

oder
y* = 31 (mod. 165), #* = 29 (mod. 132)

somit
y* = 16Du+31, a* = 182¢p+-29

in I gesetzt, folgt u = v». List man die zwei letzten Congruenzen
auf, so wird fiir v = v = 10

y = 4], a = 43.

Multiplieirt man die Gleichung I mit 182 und setzt 182y =y,
80 kommt
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¥t — 3003022+ 155974 Il
und weil @ = 43, y, = 7462 Wurzeln dieser Gleichung sind,
80 1st

. T462p—30030 X 43
AR 30030
oder

41p—165 < 43
p*—165 x 182

S = 165 X 182 < 857,

xr = 43 —3064 I

ein Faetor von § ist 29995, und um 30030 vermehrt, kommt
245% als Summe; fiir p = —245 wird x = 251, und weil hier

Y, = plx—43)+T7462, (g)
80 1st
y, = —43498 und y = 239.

Um fernere Wurzeln der Gleichung II zu finden, bestimme
man die dquivalenten Substitutionen fiir # = +251; diese sind

693 858 520

- —240, —, — ——
P ’ 4 ) 7 ? 3 )
i 693 » A __
& e kommt x, = —357925 und aus (p) y, = 62025418
somit y = 340799. Ferner ergibt sich fiir
OOy -3y 4159_ A :
P == s iy T ., = 2087361

4, Drittes Exempel.

15y* = 91a?+-T1 I

15y* = 71 (mod. 91), 9la*= —T71 (mod. 15)
oder
| y* = 29 (mod. 91) und #* = 4 (mod. 15)
somit
y* = 9Nu+29, a* = 15v+4
in I gesetzt, folgt u = v; fiir u = v = 52 wird x = 28, y = 69.

multiplicirt man die Gleichung I mit 15 und setzt 15y = y,, so
'ird‘

PN
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Y, = 136Da*+ 1065 I1
und da x = 28, y, = 103b ist, so wird

69p— 2548

& 28_30 pz—_—-l:'}“},) ’

S=2.3.5.7.13.71 liefert kein ganzzahliges a; somit ist die
Gleichung

v'—lBbe‘ —— [

zu bilden, wo » ein Factor von § sein muss; da findet sich
v* = 1366w*—35.... = d*w*+(1365—d*)w*—35
hieraus
d* = 1365 —30%;
flir y = 2 wird d = 39, also
v* = (3Dw)*+3D(4w*—1)

und
_ ., 2Dg—136D
o = 1=¢ 91—1_365
oder
S, 7 qg—3Y Sl arreabis
2w = 1 ‘Uq'—-l?)lif) , 8, =8.3.0.7,13
und weil
1365—!—4 — 372
: . -. ! guD
ist, 80 ist ¢ = 37, w = 18, v = 66D; fiir p = —Ewwd z = 3068
und aus
y, = 1035+ p(2—28)
folgt
yl — 13005 lllld Y = 867,
hier ist u = » = 82060.
Fiir p = - E’lb; kommt @, = —1415528, y, = 52297965

und y = 3486531 u. s. f.
. Auflosung derselben Gleichung mittelst der

z-Funetion.
Setzt man
Yy, = 13652+
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in die Gleichung II, so wird

r2—1065H _
A36h--

fiir » = 330 wird der letzte Bruch = 79 und
x* = 1360522 —+—6602+T9 LIl

= 13652+ 2rz+

fiir 2 = —1 wird @ = 28, y, — 1035. Um fernere Werthe zu
finden, bilde man die p-Function:

28p+103H

98~ I t_136DH

Y

S = 30.71 gibt nichts.

Aus der Beschaffenheit der Gleichung III ist zu ersehen,
dass 2 auch dann eine gauze Zahl werden kann, wenn z einen
Brueh bezeichnet, dessen Nenner ein Factor von 1365 ist.

Um diese Briiche zu finden, bestimme man jene Factoren
von 1365, welche dem Binome »*—136Dw* gleichgesetzt, eine in
,ganzeli Zahlen mogliche Gleichung geben. Diese Factoren sind :
—+1, —35, +-39, —136b.

| )
. 2 SN (T pepy
a) v*= 136bw*+1, w =T 1365’ v = pw—+1,

S = 2357 13 liefert nichts. Nun folgt aus §:
v* = 1360w *— 3D = (3bw,)*+35(4w,*—1)

‘hierans
gahiviinb L, 3Dg — 136D
L= A—1 g — 1365
oder
il | 13bf)+4 = 3(* = o
‘b fiir g = 37 wird w, = 18, v, = 665 und fiir p, = 61£85- wird
w0 = 684 und v = 25271; endlich fiir p= 2%22—1— folgt aus der

Mﬁl‘ “HE

bﬂl‘lvg D § =2k
s ol & o= —431037 und 2 = 17790812

M d. mathem -naturw. Q1. LXXV. Bd. IT. Abth. 4
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und
y, = —6D7297675, y= —43819845H,
w

b) v* = 136Dw*— 3D
hat nach a) w = 18, » == 665 und fiir

) +bb7) ki +(—’?uml 268193
Allgre o 7

daher » = 352 respective 1415H28,
¢) vt = 136Dw*+39 = (39w)*—39(4w®—1)

daraus
_ 5 09¢— 1360 : B e
210 — ]—2_q'-—i365 ] .le -~ 5.6-7-0. 16,
f 37 wird 19 702 al 02
tir ¢ =37 wird w =19, v = algo p = —5-; es folgen fiir
x dieselben Werthe wie in 6).
d) v* = 136Dw*—1365. .. = 1365(w?*—1),
: , _ L% s 47
flirw=1, 18t v =0 und fir p =0 wird % =57 und xr = 28,
welehen Werth man auch fiir p = co und z=—1 erhalten hiitte.

6. Es lassen sich somit die Werthe von » auch aus der
p-Function fiir 2 derartig berechnen, dass die Werthe von =z
Briiche mit solechen Nennern werden, welche Factoren von «
sind; der Zahl « sind demnach die Constanten in den derivirten
Gleichungen zu entnehmen.

8. 13.

Auflosung einiger Gleichungen von der Form
Yyt = aa*+b, fiir negative Werthe von a.

1. Erstes Exempel.
Yt = —432*'+ 3728083 L

Bestimmt man fiir den Divisor 8 die quadratischen Reste
beider Seiten dieser Gleichung, so zeigt sich, dass y eine gerade
und  eine ungerade Zahl bezeichnen muss.
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’”‘R ﬁz-f—rwn'd

. 23
'!‘W‘.-f 2 PP i
.f“u‘ W 4" = —-435 —2r2+86720— T

I ) %
- ¥ )
i
.-‘i -

l@“ng der diesem Scheinbruche entsprechenden Con-
m&; sich » = 18, und der Bruch wird gleich 7. Es ist

= —43z —3b2+806713. I

’l'\‘l't AN ARC 37
.qﬁ,lﬂﬁ ist, 80 muss z<=4D sein, und weil 2 eine un-

lem, soll; 0 muss z im Hmbhcke auf II wegen des
y eine geradgerade Zahl sein, die wegen des Fiinfer-
Bl kam Vielfaches von D ist. Man hat daher in II zu

B8 = gt -
. +z2=4, 8, 12, 16, 24, 28, 32, 30, 44;
ommt fiir 2 = 12, »r = 283, und da wegen
—2rz = —30. 12,

A
ﬂ
&

msa? 80 ist
y = 12X 43+18 = b34;

hn e ganzzahligen Werthe fiir & und y.

,_; Z g‘ﬁe% pxempel

rm = -—-140.'v'+l41050661 I

resws ‘miissen 2 und y ungerade Zahlen
s Zahlenglle(i durch 92 theilbar ist, so kann

ﬂ, M werden. Dann folgt :
' _- **?ﬂ"“ 14022+ 1741181 s
' il -*3% y,::r-.J,:IOz—l-r,

MW” 2rz+12437— ’:401.., _
o v 110

~diesen I '*Iﬂ"ﬂ x,ew ﬁndet sich fiir
ik q__“ 12 .34
0 4’“%“!“*“*-' | ¥
| -*"’“ | meddm bestehenden ersten

4%
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Periode der Wurzeln der obigen Congruenz. Setzt man diese
Zahlen in die letzte Gleichung fiir » und n, so folgt

.

@t = —1402"— 22+12437.. .(a) hier kann +2=1, 2

xt= —1402* - D82+12431...8) » » 2= 1,5

&, = —1402"— 82¢+-12420. .. (V) _» sy +z=1,4,0,7,98
P, = —14022—1382+12403... (9) , w T2=1,98,9

seln.
Es sind nimlich im Vorhinein jene Substitutionen auszu-

schliessen, von denen die rechten Seiten der vier oberen Glei-
chungen keine quadratischen Reste sein kinnen.

Aus («) folgt ftiir
= —2, #, = 109, y, = 279 und & = 981, y = 2011;

aus (v) folgt fiir
: = 8, x, = b3, y, = 1161 und » = 477, y = 10449.

Um fernere Werthe von x zu finden, bilde man aus [ die

p-Function :

& 1151q—1—371() |
xr = 477—Y 335
hier ist p = 2¢, § = 0.5.7.13.151.887; fiir
q - —— 2 28 —-5')'
wird
r= 91D 9 6ol

Nun suche man entsprechende Werthe fiir ¢ durch Addition
und Subtraetion der letzt gefundenen Wurzeln ; da ergibt sich fiir

0039 +48381 ___4_0 v — 981

9= 2(661+915) 9’

wie aus («), und beniitzt man anch diesen Werth, so wird fiir

11839—2611 22

| ——

1= 3(79+981) b

r = 983 und y = 2399.
Ausser diesen sechs Paaren von Wurzeln, besitzt die Glei-

chung I keine anderen in ganzen Zahlen.
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Weil hier die p-Function durch 4 abgekiirzt wurde, was daran
zu erkennen ist, dass in ihrem Nenner anstatt 140, die Zahl 35
steht, so mussten nach §. 9, 3 die zwel letzt gefundenen Werthe
von p durch 2 dividirt und erst hierauf gleich ¢ gesetzt werden.

§. 14.

1. Ist in der moglichst reducirten Gleichung

Yy = —axr*+b |

die obere Grenze von y eine grosse Zahl, so kann fiir y= «z—+r
auch z einen grisseren Werth ¢ erfordern und die Rechnung wird
dann léistig. In diesem Falle setze man 42 oder 8z anstatt z, wo-
durch der Werth dieser Unbekannten verkleinert wird.

Fiir y = Baz—+r 1st

* Solk. = Be—ep?
e -—-ﬂ(t‘i)a-——??'( B2 )+ !
‘ A :
und wenn b = ac—d ist, so folgt:
<% *—d
a* = —a(82)*—2r(82)+c =3t : L1

4

hitte die Congruenz r* = « (mod. «) innerhalb der ersten Periode
n Wuarzeln, so wiren wegen r -~ 8a die Wurzeln der ersten acht
Perioden in Il einzusetzen. was 8z Gleichungen giibe; weil 2
aber positiv oder negativ genommen werden kann, so kann r
immer kleiner als 4« sein, und man braucht nur die Wurzeln der
ersten vier Perioden fiir » in II zu setzen. Dies gibt ein System
von 4n Gleichungen, von denen nur jene beizubehalten sind,
deren Zahlenglieder quadratische Achterreste lassen. In diesen
Gleichungen ertheile man nun der Unbekannten z alle Werthe

der natiirlichen Zahlenreihe von O bis g+], und bemerke jene

Werthe von z, welche &* zu einer Quadratzahl machen.
- Um die Rechnung abzukiirzen, sind im Vorhinein jene Sub-
stitutionen auszuscheiden, fiir welche das Zahlenglied einen

quadratischen Nichtrest gibt.
- 2. Exempel. Es sei die letzt behandelte Gleichung auf

diese Art zn losen:
gt = —14022+ 141035661, I

y << 11875, somit 2, <<86; man setze daler
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Y = 140.82+1‘_,
jetzt ist z<12

r* = —140(82)*—2r(82)+ 1007397 — I

r*—81
140 °
Da es hier in der ersten Periode acht Werthe von » gibt, so
miissen 32 aufeinander folgende Werthe fiir » und fiir den mit &
zu bezeichnendeu Bruch genommen werden; diese sind;

k= 0 2 13 26 4 o6 104 122
r 9 19 ol 61 ) 34 21 131
k 158 180 260 288 342 374 486 524
y = 149 159 191 201 219 229 2061 211
k= 596 638 (82 330 920 9¢2 1148 1206
ry =

k

-

[

289 299 351 341 309 369 40] 411
1314 1376 1584 16562 1778 1850 2090 2168

429 439 471 481 499 bH09 541 5Hb]
Da & eine ungerade Zahl bezeichnet und der Achterrest des
Zahlengliedes in II 5 ist, so muss der Achterrest von £ 4 sein und

es konnen sonach nur die hervorgehobenen Werthe von &
gebraucht werden; dies gibt folgende acht Gleichungen:

|

Ausgeschlossen sind :

x? = —356(162)— 79(162)+-1007353 (1)...2=0,5, 10, 11

: s —159 , +1007217 (2)...2=0,9, 10, 11
» " —191 , +1007137 (3)...2=0,5, 7, 10, 11
. < —271 .. +1006873 (4)...2=0,9, 10, 11
5 ; —289 . +1006801 (9)...2=7
" —369 ., +1006425 (6)...z =11
A ¥ —401 , , +1006249 (7)...z2= 1,11
i , — 481 , +1005745 (8)...2=3, 7,9

Aus (1) kommt fiir z = +-8, a = 0651

s (2) 5 pr=+2 a=083
o -

” (4) »” y ~ = +2. & == 981
g [aRo 8

" (6) 3 y ~ = +9, r = 477
” (T) " R R -—I—4, = 91>
” (8) " “ © = —1 1, r= 19

wie in der ersten Rechnung.
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ol |

T S—— " g 9_?2 p £)s
Y 51 ~+ 57 | (92*+-12285;
v = T192%+-1228H; v = (92-+-r;
= 192*+2rz—150+ r‘;;i() ,

fiir » = 30 wird der Bruch = 15 somit
= 1922 4+-702—140;
{lir z = 1 wird

r=3, v =114 und v* = T9(2*—9)+-114%

hieraus
| y _38p 9 O 93 B =~ ‘
r = 3—0 79 ' S==2.3.0.7.18.179
p= 8 1 NIYE" . 9 9 1050 1 15

r——3 9366 * 19 6 * 126,786 83 74
o =114 834 H9T 202 123 112563, 6987 746 667
—y= 1 177 69 % 3,,.1833,1493 87 I4l.

Die ferneren p liefern nichts oder Wiederholungen.

§. 16.
Anhang.

Zum Schlusse folge noch eine Berichtigung der zwar ohne
Beweis gegebenen, dabei aber vortrefflichen Regel Tenner’s

fiir die Verwandlung von |/ N in einen Kettenbruch, wie dies bei
der Auflisung einer unbestimmten quadratischen Gleichung nach
der Methode von Lagrange erforderlich ist.

Sollte man |/109 in einen Kettenbruch verwandeln, so ist
nach Tenner in foleender Weise zu rechnen:

1. Man schreibe

I I 111 1V A% VI
10 W I - 100 ave 0

(Die vollstindige Rechnung steht auf der folgenden Seite.)
2. Darauf dividire man 10+-10 durch 9 und setze den Quo-

tienten (2) unter I, den Rest (2) unter I1.
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3. Diesen Rest subtrahire man von 10 und setze den Rest (8)
unter III, das Quadrat dieses Restes (64) in IV, subtrahire
es von 109 und setze den Rest (4D) in V.

4. Man dividire diesen durch die Zahl 9 der zuniichst vorher-
gehenden Reihe in VI und setze den Quotienten (5) in VL.

5. Man dividire wieder 10—+III, d. i. 1048 durch die Zahl (5)
in VI, setze den Quotienten (3) in I, den Rest (3) in II, sub-
trahire ihn von 10, setze den Rest (7) in III u. s. w.

6. Sobald man in II oder in VI dieselbe Zahl erhiilt, die
unmittelbar dariiber steht, so ist die Rechnung geschlos-
sen. Sollte einmal der Divisor in VI in der néichstfolgenden
Zahl in V nicht aufgehen, so ist dies ein Zeichen, dass ein
Rechnungsfehler vorgefallen ist.

In I steht die dem Kettenbruche vorangehende ganze Zahl
(10) und darunter stehen die Nenner des periodischen Ketten-
bruches: in VI aber stehen die Nenner der vollstiindigen Quo-

tienten, weleche aus der Entwicklung von |/N in einen Ketten-
bruch nach der Methode von Lagrange hervorgehen.

Wie aus der nachstehenden Tabelle zu ersehen ist, trifft die
in 6 aufgestellte Behauptung nicht immer zu, denn obgleich in
V1 die Zahl 3 zweimal nacheinander auftritt, so ist die Rechnung
noch nieht geschlossen, sondern es geschieht dies erst dann,
wenn in | die Zahl 20 zu stehen kommt, neben welcher in I[ eine
sich unmittelbar wiederholende Zahl (Null) steht.

Daber muss die Rechnung so lange fortgesetzt werden, bis
in 1 die daselbst oben stehende Zahl (10) verdoppelt anftritt,
dann erst ist die Rechnung geschlossen.

B 11 111 1V Vv Vi
10 X 10 = 109 - Y
2 2 8 64 45 D"
3 3 1 49 60 12
4 1 O 3) 20 84 1
2 1 9 81 28 4
4 3 | 49 o0~ 1o
1 2 8 H4 45 J
6 0O 10 100 9 3
6 2 8 64 40 15
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